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1. U´vod
Francisovy turb´ıny patrˇ´ı mezi nejstarsˇ´ı typy vodn´ıch turb´ın pouzˇ´ıvany´ch pro vy´-
robu elektricke´ energie. Za´kladn´ı koncept tohoto typu turb´ıny byl navrzˇen v roce
1849 v Anglii J. B. Francisem [1]. Na obr. 1.1 je vyobrazeno za´kladn´ı sche´ma
turb´ıny. Francisova turb´ına je prˇetlakovy´m typem vodn´ı turb´ıny, tedy staticky´
tlak pracovn´ıho me´dia (vody) prˇed turb´ınou je vysˇsˇ´ı nezˇ staticky´ tlak za turb´ınou.
Mezi za´kladn´ı parametry Francisovy turb´ıny patrˇ´ı spa´d, pr˚utok a geometrie.
Parametry spa´d a pr˚utok jsou da´ny do jiste´ mı´ry geografickou polohou vodn´ı
elektra´rny, kdezˇto geometrie turb´ıny je pra´veˇ navrhova´na tak, aby byla optima´ln´ı
pro danou kombinaci spa´du a pr˚utoku.
Na´vrh geometrie turb´ıny je do jiste´ mı´ry obchodn´ım tajemstv´ım vy´robn´ıch
spolecˇnost´ı, nebot’ vy´voj dostatecˇneˇ efektivn´ı turb´ıny nen´ı snadna´ za´lezˇitost.
V soucˇasnosti je mozˇne´ vyuzˇ´ıvat pro za´kladn´ı vy´voj metody zalozˇene´ na rˇesˇen´ı
Navier-Stokesovy´ch rovnic, tedy metody oznacˇovane´ souhrneˇ jako CFD. Jejich
nevy´hodou je vsˇak vysoka´ vy´pocˇetn´ı na´rocˇnost. Proto se hledaj´ı mozˇnosti, jak
vy´pocˇet vodn´ıch turb´ın zjednodusˇit bez ztra´ty mozˇnosti inovac´ı, cozˇ drˇ´ıve hojneˇ
vyuzˇ´ıvane´ analyticke´ metody postra´daly. Za´roven´ bylo Francisovy´m turb´ına´m
veˇnova´no pomeˇrneˇ ma´lo pozornosti i z pohledu teoreticke´ho vy´zkumu. O Kapla-
novy´ch turb´ına´ch existuje bezpocˇet studi´ı, avsˇak v prˇ´ıpadeˇ Francisovy´ch je toho
zlomek.
Jednou z mozˇnost´ı jak prova´deˇt vy´pocˇet Francisovy turb´ıny, resp. jej´ıho o-
beˇzˇne´ho kola, jsou panelove´ metody. Panelove´ metody jsou zalozˇene´ na rˇesˇen´ı
potencia´ln´ıho proudeˇn´ı, tedy na zjednodusˇene´m modelu rea´lne´ tekutiny. Jejich
nesmı´rnou vy´hodou oproti CFD je tedy jejich rychlost, nicme´neˇ proudeˇn´ı je
znacˇneˇ zjednodusˇene´. Vzhledem k tomu, zˇe existuj´ı funkcˇn´ı prototypy Franci-
sovy´ch turb´ın, je sp´ıˇse problematikou jejich optimalizace, aby meˇly co mozˇna´
nejvysˇsˇ´ı u´cˇinnost. Tuto problematiku mohou panelove´ metody bez proble´mu˚ rˇesˇit
a v prˇ´ıpadeˇ nutnosti je mozˇne´ doplnit jejich odhady vy´pocˇtem z CFD.
Voda prˇicha´z´ı prˇ´ıvodn´ım kana´lem na lopatky radia´ln´ıho rozva´deˇc´ıho kola
(na obra´zku zelene´), kde se proudeˇn´ı usmeˇrn´ı a uzp˚usob´ı jeho smeˇr tak, aby u´hel
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Obra´zek 1.1: Sche´ma Francisovy turb´ıny. Zdroj: [2]
na´beˇhu na obeˇzˇne´ kolo (na obra´zku cˇervene´) odpov´ıdal navrzˇeny´m parametr˚um.
Na obeˇzˇne´ kolo nab´ıha´ proudeˇn´ı sta´le v radia´lneˇ-tecˇne´ rovineˇ, avsˇak bl´ızˇe k ose
turb´ıny se proudeˇn´ı meˇn´ı na te´meˇrˇ axia´ln´ı. V anglicke´ litaraturˇe je tento typ
oznacˇova´n jako 90◦ inward flow tadial turbine (90◦ IFR turbine). [3]
d1
b
Obra´zek 1.2: Meridia´ln´ı rˇez Francisovou turb´ınou
1.1 Rozva´deˇc´ı kolo
Rozva´deˇc´ı kolo Francisovy turb´ıny je radia´ln´ı statorova´ lopatkova´ mrˇ´ızˇ, jej´ızˇ
u´kolem je usmeˇrnit proudeˇn´ı tak, aby prˇi na´vrhovy´ch podmı´nka´ch dopadalo
2
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pod na´vrhovy´m u´hlem na lopatky kola obeˇzˇne´ho. Neme´neˇ d˚ulezˇity´m u´kolem
rozva´deˇc´ıch lopatek by´va´ regulace pr˚utoku turb´ınou, tedy lopatky rozva´deˇc´ıho
kola jsou pohyblive´ a je mozˇne´ jimi do jiste´ mı´ry meˇnit pr˚utok a u´hel na´beˇhu
vody na obeˇzˇne´ kolo. Za´rovenˇ je rozva´deˇc´ı kolo navrhova´no tak, aby bylo mozˇne´
turb´ınu prˇ´ıpadneˇ u´plneˇ uzavrˇ´ıt. Na pozˇadavek uzavrˇen´ı turb´ıny je trˇeba dba´t
prˇi na´vrhu geometrie a pocˇtu lopatek rozva´deˇc´ıho kola.
1.2 Obeˇzˇne´ kolo
Obeˇzˇne´ kolo je nejd˚ulezˇiteˇjˇs´ı soucˇa´st´ı Francisovy turb´ıny, zajiˇst’uje prˇemeˇnu cˇa´sti
vyuzˇitelne´ energie vody na energie kinetickou (tocˇivy´ moment) hrˇ´ıdele. V obeˇzˇne´m
kole docha´z´ı vlivem geometrie ke zra´teˇ energie vody a zmeˇneˇ smeˇru proudeˇn´ı.
Do obeˇzˇne´ho kola vstupuje voda v radia´ln´ım smeˇru (resp. v radia´lneˇ-tecˇne´ ro-
vineˇ) a vystupuje z neˇj v te´meˇrˇ axia´ln´ım smeˇru. Proto by´va´ Francisova turb´ına
oznacˇova´na jako radia´lneˇ-axia´ln´ı turb´ına. Vzhledem k povaze zmeˇny smeˇru prou-
deˇn´ı mu˚zˇe by´t turb´ına obcˇas nespra´vneˇ oznacˇova´na jako diagona´ln´ı, avsˇak diago-
na´ln´ı turb´ınou je turb´ına De´riazova, ktera´ tvorˇ´ı prˇechodovy´ stupenˇ mezi axia´ln´ı
Kaplanovo turb´ınou a pra´veˇ radia´lneˇ-axia´ln´ı Francisovou turb´ınou. [4]
1.3 Proudova´ plocha
Problematika proudeˇn´ı v radia´lneˇ-axia´ln´ı turb´ıneˇ je trˇ´ıdimenziona´ln´ı, avsˇak zvo-
len´ım vhodne´ho prˇ´ıstupu je mozˇne´ rˇesˇen´ı proudeˇn´ı znacˇneˇ zjednodusˇit. Vzhle-
dem k axisymetrii turb´ıny lze samostatneˇ vyjmout tzv.
”
proudovou plochu“, jezˇ
vznikne rotac´ı zvolene´ proudnice kolem osy turb´ıny, viz obr. 1.3. Takto lze turb´ınu
rozdeˇlit na n proudovy´ch ploch a v kazˇde´ rˇesˇit geometrii lopatek samostatneˇ
(s ohledem na spojitost lopatky).
Tuto proudovou plochu lze pak vhodneˇ navrzˇenou matematickou transfor-
mac´ı prˇeve´st do rovinne´ mrˇ´ızˇe, d˚ulezˇitou podmı´nkou takove´to transformace je za-
chova´n´ı u´hl˚u (v´ıce o te´to problematice v samostatne´ kapitole 4). Na rovinne´ mrˇ´ızˇi
lze pak definovat geometricke´ velicˇiny pro lopatkove´ mrˇ´ızˇe beˇzˇne´. Prˇedpokladem
3
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Obra´zek 1.3: Proudova´ plocha
proudovy´ch ploch pro na´sledne´ vy´pocˇty dvoudimenziona´ln´ıho proudeˇn´ı po trans-
formaci do rovinne´ mrˇ´ızˇe je nemı´sitelnost proudeˇn´ı v jedne´ proudove´ plosˇe s prou-
deˇn´ım v jine´ proudove´ plosˇe.
1.4 Lopatka turb´ıny. Lopatkova´ mrˇ´ızˇ
Na obr. 1.4 je zna´zorneˇna a popsa´na za´kladn´ı geometrie lopatkove´ mrˇ´ızˇe turb´ıny.
Tento popis lopatkove´ mrˇ´ızˇe je obecny´ v transformovane´ proudove´ plosˇe Franci-
sovy turb´ıny a lze jej tedy uvazˇovat jak pro statorovou, tak pro rotorovou mrˇ´ızˇ.
V prˇ´ıpadeˇ rotorove´ mrˇ´ızˇe je vsˇak zapotrˇeb´ı nav´ıc uvazˇovat una´sˇivou rychlost -
tedy je trˇeba d˚usledneˇ rozliˇsovat absolutn´ı a relativn´ı u´hly v˚ucˇi rotuj´ıc´ı lopatkove´
mrˇ´ızˇi.
Lopatkova´ mrˇ´ızˇ je tedy definovana´ de´lkou lopatky l a roztecˇ´ı mezi lopatkami t,
ktera´ se vsˇak cˇasteˇji v literaturˇe vyskytuje jako pomeˇrna´ v˚ucˇi de´lce lopatky, tedy
t
l
. Geometrie samotne´ lopatky je definova´na tecˇny´m u´hlem strˇedn´ı cˇa´ry u na´beˇzˇne´
hrany α′1 a tecˇny´m u´hlem α
′
2, poprˇ. u´hlem zakrˇiven´ı profilu θ = α
′
1 − α′2.
Proudeˇn´ı okolo lopatky lze charakteristicky popsat u´hlem na´beˇhu α1 a u´hlem
odtoku α2. V idea´ln´ım prˇ´ıpadeˇ by se u´hel odtoku meˇl shodovat s tecˇny´m u´hlem
ke strˇedove´ cˇa´rˇe lopatky u odtokove´ hrany: α2 = α
′
2. V rea´lne´m prˇ´ıpadeˇ se vsˇak
4
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α
'
1
α
'
2
Θ
l
t
α1
α2
Obra´zek 1.4: Lopatka turb´ıny
tyto dva u´hly liˇs´ı o tzv. u´hel skluzu: δ = α2−α′2. Vzhledem k tomu, zˇe lopatkova´
mrˇ´ızˇ je popsa´na v konformn´ım zobrazen´ı, je mozˇne´ tyto definovane´ u´hly uvazˇovat
i ve zpeˇtneˇ transformovane´ mrˇ´ızˇi v proudove´ plosˇe.
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2. Kinematicke´ pomeˇry
Na vstupu cˇi vy´stupu z obeˇzˇne´ho/rozva´deˇc´ıho kola lze definovat rychlost a smeˇr
proudeˇn´ı tzv. rychlostn´ım troju´heln´ıkem. Parametry rychlostn´ıho troju´heln´ıku,
ktery´mi jej lze prˇesneˇ definovat, se pak nazy´vaj´ı kinematicke´ pomeˇry. Na obr. 2.1
jsou vyobrazeny rychlostn´ı troju´heln´ıky na vstupu a na vy´stupu obeˇzˇne´ho kola
v meridia´ln´ım rˇezu.
ct1
cm1
c1
u1
v1
u2
v2
u2
α1
β1
c2 ct2
cm2
β2
α2
Obra´zek 2.1: Rychlostn´ı troju´heln´ıky
Absolutn´ı slozˇka rychlosti je vektorovy´m soucˇtem rychlosti una´sˇive´ a relativn´ı:
~ci = ~ui + ~vi (2.1)
Za´rovenˇ lze absolutn´ı slozˇku rychlosti rozdeˇlit na meridia´ln´ı a tecˇnou rychlost.
~c = ~cm + ~ct (2.2)
Vzhledem k tomu, zˇe meridia´ln´ı a tecˇna´ rychlost jsou na sebe vza´jemneˇ kolme´,
lze definovat relativn´ı u´hel proudeˇn´ı jako:
αi = arctg
(
cti − ui
cmi
)
(2.3)
Poprˇ. absolutn´ı u´hel proudeˇn´ı:
βi = arctg
(
cti
cmi
)
(2.4)
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2.1 Eulerova turb´ınova´ rovnice
Druhy´ Newton˚uv pohybovy´ za´kon lze uvazˇovat ve tvaru:
~M =
d~L
dτ
(2.5)
kde ~L je moment hybnosti, ~M je moment s´ıly a τ je cˇas.
Moment hybnosti je definova´n jako vektorovy´ soucˇet pr˚uvodicˇe a hybnosti:
~L = ~r ×m~ct (2.6)
kde ct je tecˇna´ rychlost tekutiny na pr˚uvodicˇi r a m je hmotnost vysˇetrˇovane´ho
teˇlesa. Po dosazen´ı do rovnice 2.5 a derivaci v kontroln´ım objemu (viz obr. 2.2):
cr
ct
Obra´zek 2.2: Radia´ln´ı a tecˇna´ slozˇka rychlosti
M = m˙(r1ct1 − r2ct2) (2.7)
Tuto rovnici lze vyna´sobit u´hlovou rychlost´ı Ω a pote´ vydeˇlit hmotnostn´ım tokem
m˙. Touto u´pravou se dostane rovnice pro meˇrnou pra´ci turb´ıny:
W¯
m˙
= W¯ = u1ct1 − u2ct2 (2.8)
Tato rovnice (2.8) se oznacˇuje jako Eulerova turb´ınova´ rovnice [3].
U Francisovy´ch turb´ın se v na´vrhove´m rezˇimu uvazˇuje, zˇe proudeˇn´ı je na
vy´stupu z obeˇzˇne´ho kola te´meˇrˇ axia´ln´ı a tecˇna´ slozˇka rychlosti tekutiny je tud´ızˇ
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nulova´, resp. ct2 = 0, cm2 = c2. Pokud tecˇna´ slozˇka absolutn´ı rychlosti je nezane-
dbatelna´, pak je turb´ına provozova´na v nena´vrhove´m rezˇimu.
W¯ = u1ct1 (2.9)
Meˇrnou energii turb´ıny lze te´zˇ vyja´drˇit z rychlostn´ıch troju´heln´ık˚u na obr. 2.1
[5]:
W¯ =
u21 − u22
2
+
v22 − v21
2
+
c21 − c22
2
(2.10)
2.2 Stupenˇ reakce
Rychlostn´ı troju´heln´ıky u reakcˇn´ıch turb´ın, mezi ktere´ patrˇ´ı Francisova turb´ına,
lze kvalitativneˇ ohodnotit tzv. stupneˇm reakce R. Tento bezrozmeˇrny´ koeficient
vypov´ıda´ nejen o u´cˇinnosti turb´ıny, ale i o volbeˇ lopatkova´n´ı na za´kladeˇ podob-
nosti. Stupenˇ reakce je definova´n [6]:
R =
zmeˇna energie zp˚usobena´ zmeˇnou staticke´ho tlaku
celkova´ zmeˇna energie
(2.11)
U Francisovy´ch turb´ın se stupenˇ reakce beˇzˇneˇ pohybuje podle [5] v rozmez´ı
0, 5 azˇ 0, 75. Pro na´zornost vy´znamu stupneˇ reakce lze uve´st, zˇe u rovnotlaky´ch
(impulzn´ıch) turb´ın, mezi ktere´ patrˇ´ı naprˇ. Peltonova turb´ına, je stupenˇ rekace
R = 0.
Pro Francisovu turb´ınu lze stupenˇ reakce psa´t ve tvaru [5]:
R =
u21−u22
2
+
v22−v21
2
W¯
(2.12)
Pokud se uvazˇuje konstatn´ı meridiona´ln´ı rychlost (cm1 = cm2) a za´rovenˇ se
dosad´ı meˇrna´ pra´ce ze vztahu 2.9, lze vztah prˇepsat do jednoduche´ podoby:
R = 1− 1
2
ct1
u1
(2.13)
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3. Analyticke´ metody na´vrhu
Jako jizˇ bylo rˇecˇeno v u´vodu mezi za´kladn´ı parametry patrˇ´ı spa´d H a pr˚utok
Q. Uzˇitny´ spa´d H je vzhledem ke ztra´ta´m vodn´ıho d´ıla vzˇdy mensˇ´ı nezˇ hruby´
geodeticky´ spa´d. Turb´ına je navrhova´na na jmenovity´ pr˚utok, acˇkoli vzhledem
k aktua´ln´ım energeticky´m potrˇeba´m je mozˇne´ rozva´deˇc´ım kolem pr˚utok turb´ınou
regulovat, cˇimzˇ se turb´ına dosta´va´ do oblasti nena´vrhovy´ch hodnot a tud´ızˇ klesa´
jej´ı celkova´ u´cˇinnost. Meˇrna´ energie vody prote´kaj´ıc´ı turb´ınou:
∆E = g ·H (3.1)
3.1 Urcˇen´ı za´kladn´ıch parametr˚u turb´ıny
Mezi za´kladn´ı meˇrne´ parametry patrˇ´ı ota´cˇky turb´ıny, resp. u´hlova´ rychlost Ω.
Ωs =
Ω
√
Q
(∆E)
3
4
(3.2)
Po dosazen´ı z rovnice 3.1:
Ωs =
Ω
√
Q
(g ·H) 34 (3.3)
Volba velikosti turb´ıny za´vis´ı na pozˇadavc´ıch na´vrhu. Jako nejza´kladneˇjˇs´ı vo-
leny´ rozmeˇrovy´ parametr lze uvazˇovat pr˚umeˇr obeˇzˇne´ho kola d1.
Stejneˇ jako byly zavedeny meˇrne´ ota´cˇky, je mozˇne´ zave´st i meˇrny´ pr˚umeˇr
obeˇzˇne´ho kola [7]:
ds =
d1(g ·H) 14√
Q
(3.4)
Pomeˇrna´ vy´sˇka b rozva´deˇc´ıho kola lze dle Korpely [7] empiricky odhadnout
pomoc´ı pomeˇrne´ vy´sˇky br rozva´deˇc´ıho kola a meˇrne´ u´hlove´ rychlosti:
br =
b
d1
(3.5)
br = −0, 0505Ω2s + 0, 26Ωs + 0, 018 (3.6)
Z volby za´kladn´ıch rozmeˇr˚u lze pomoc´ı stupneˇ reakce, uzˇitne´ho spa´du (resp.
Toricelliho vztahu) urcˇit pr˚utok jako [5]:
Q = pid1b · 1
4
· 0, 48√
1−R
√
2gH (3.7)
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Z teˇchto parametr˚u lze empiricky´mi vztahy z na´vrhovy´ch prˇ´ırucˇek urcˇit dalˇs´ı
za´kladn´ı parametry. Pocˇet lopatek [4]:
N = 12 + 5 · d1 (3.8)
Na za´kladeˇ teˇchto empiricky spocˇteny´ch parametr˚u, poprˇ. na za´kladeˇ dalˇs´ıch
voleny´ch parametr˚u lze v literaturˇe (naprˇ. [4], [5], [7]) vyhledat vhodne´ tvary
meridia´ln´ıho rˇezu turb´ıny.
Vy´znam teˇchto na´vrhovy´ch vztah˚u prˇetrva´va´ i v prˇ´ıpadeˇ komplexneˇjˇs´ıch vy´-
pocˇetn´ıch model˚u pro urcˇen´ı inicializacˇn´ıch hodnot optimalizace geometricky´ch
parametr˚u obeˇzˇne´ho kola.
3.2 Jednorozmeˇrna´ teorie na´vrhu obeˇzˇne´ho kola
Postupem popsany´m vy´sˇe se urcˇ´ı za´kladn´ı tvar meridia´ln´ıho rˇezu turb´ıny. Tvar
lopatky obeˇzˇne´ho kola lze zjednodusˇeneˇ navrhnout pomoc´ı jednodimenziona´ln´ı
metody [6]. V za´sadeˇ principu jednorozmeˇrne´ teorie vyuzˇ´ıvaj´ı dva prˇ´ıstupy [4].
V jednom prˇ´ıstupu se uvazˇuje konstatn´ı meridia´ln´ı rychlost pode´l proudnice,
ve druhe´m prˇ´ıpadeˇ se rychlost proudeˇn´ı pode´l proudove´ cˇa´ry meˇn´ı na za´kladeˇ
zmeˇny meˇrne´ potencia´ln´ı energie.
Spolecˇne´ pro oba prˇ´ıstupy je rozdeˇlen´ı meridia´ln´ıho rˇezu turb´ıny na neˇkolik
proudovy´ch ploch, podle [4] se beˇzˇneˇ turb´ına rozdeˇluje na 3-5 rotacˇn´ıch prou-
dovy´ch ploch s t´ım, zˇe krajn´ı proudove´ plochy jsou nepatrneˇ odsazeny od obrysu
meridia´ln´ıho rˇezu.
Obecneˇ se uvazˇuje, zˇe pr˚utok je da´n:
Q = pid1b1cm (3.9)
kde cm je strˇedn´ı meridia´ln´ı rychlost, v prve´m prˇ´ıpadeˇ tedy na dane´ rotacˇn´ı
proudove´ plosˇe konstatn´ı. Pokud se tedy pode´l vy´sˇky vstupn´ıho kana´lu b rozdeˇl´ı
obeˇzˇne´ kolo na n proudovy´ch ploch, lze rozdeˇlit pr˚utok te´zˇ na n shodny´ch d´ıl˚u. A
na´sledneˇ se rovnice 3.9 vydeˇl´ı n a oddeˇl´ı se promeˇnne´, jezˇ jsou na dane´ proudove´
plosˇe konstantn´ı, na levou stranu rovnice, cˇ´ımzˇ se dostane rovnice:
Q
npicm
= dibi (3.10)
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Tedy vy´sˇka vysˇetrˇovane´ cˇa´sti i se neprˇ´ımo u´meˇrneˇ meˇn´ı s pr˚umeˇrem. Z te´to
analy´zy lze urcˇit, zˇe pr˚umeˇt tvorˇ´ıc´ı krˇivky rotacˇn´ı proudove´ plochy do meri-
dia´ln´ıho rˇezu je hyperbola. Lze tedy prˇedpokla´dat, zˇe i obrys radia´lneˇ-axia´ln´ı
turb´ıny s nekonstatn´ı meridia´ln´ı rychlost´ı pode´l proudove´ cˇa´ry, bude krˇivka
”
bl´ız-
ka´“ hyperbole a v prˇ´ıpadeˇ optimalizace tvaru by bylo vhodne´ z hyperboly vycha´-
zet.
V prˇ´ıpadeˇ, prˇedpokla´da´-li se obecneˇ nekonstantn´ı meridia´ln´ı rychlost pode´l
krˇivky, je mozˇne´ proudove´ plochy spojit ekvipotencia´lami, na ktery´ch ma´ tekutina
stejnou meridia´ln´ı rychlost. Postup konstrukce ekvipotencia´l a pr˚umeˇt˚u proudnic
je vsˇak opacˇny´. Nejprve se vytvorˇ´ı ekvipotencia´ly, pro ktere´ plat´ı rovnice 3.10,
jako hyperboly, na´sledneˇ se vhodneˇ diskretizuj´ı a odpov´ıdaj´ıc´ı si body se spoj´ı
jako proudove´ cˇa´ry.
Obra´zek 3.1: Jednorozmeˇrna´ teorie - proudove´ plochy
Vztah 3.10 lze tedy zobecnit na:
Q
n
= pi · dn · bn · cmn (3.11)
Z tohoto vztahu je mozˇno spocˇ´ıtat rychlost v ktere´mkoli bodeˇ kana´lu turb´ıny.
Je zapotrˇeb´ı rozvinout proudove´ plochy do roviny, cozˇ vsˇak vzhledem ke kom-
plikovane´ geometrii tvorˇ´ıc´ı krˇivky proudove´ plochy (jizˇ se nejedna´ o hyperbolu)
nen´ı u´plneˇ jednoduche´. Proto se v te´to zjednodusˇene´ metodeˇ vyuzˇ´ıva´ na´hrady
11
KAPITOLA 3. ANALYTICKE´ METODY NA´VRHU
pomoc´ı vhodneˇ zvolene´ plochy kuzˇelovite´ho tvaru, kde tvorˇ´ıc´ı krˇivkou rotacˇn´ı plo-
chy je prˇ´ımka r˚uznobeˇzˇna´ s osou turb´ıny, avsˇak nen´ı mimobeˇzˇna´. Tvorˇ´ıc´ı prˇ´ımka
na´hradn´ı kuzˇelove´ plochy se tecˇneˇ doty´ka´ tvorˇ´ıc´ı krˇivky rotacˇn´ı proudove´ plochy
v mı´steˇ odtokove´ hrany lopatky.
Samotny´ profil je pak na´vrhova´n podle tvaru vstupn´ıho a vy´stupn´ıho rych-
lostn´ıho troju´heln´ıku, nebot’ podle Eulerovy turb´ınove´ rovnice 2.8 vy´kon turb´ıny
za´lezˇ´ı jen na dodrzˇen´ı tecˇne´ rychlosti na na´beˇzˇne´ a odtokove´ hraneˇ lopatek obeˇzˇ-
ne´ho kola. Tedy na samotne´m profilu lopatky mezi odtokovou a na´beˇzˇnou hranou
v te´to teorii neza´lezˇ´ı, avsˇak v praxi je trˇeba jej navrhovat s ohledem na minima´ln´ı
hydraulicke´ ztra´ty.
Tecˇny´ u´hel strˇednice na na´beˇzˇne´ hraneˇ α′1 se vol´ı tak, aby odpov´ıdal smeˇru
nab´ıha´n´ı proudu vytekaj´ıc´ıho z rozva´deˇc´ıho kola. Proud vody vsˇak nesleduje tecˇny´
u´hel strˇednice na odtkove´ hraneˇ profilu α′2, velikost u´hlu skluzu za´vis´ı prima´rneˇ
na pocˇtu lopatek, resp. hustoteˇ lopatkove´ mrˇ´ızˇe. Z tohoto d˚uvodu se vol´ı u´hel α′2
o 2◦azˇ 5◦ veˇtsˇ´ı nezˇ odtokovy´ u´hel vody α2. Takto navrzˇena´ lopatkova´ mrˇ´ızˇ se pak
pomoc´ı prostrˇedk˚u konstruktivn´ı geometrie prˇenese zpeˇt do proudovy´ch ploch.
3.3 Empiricka´ metoda analy´zy obeˇzˇne´ho kola
Sp´ıˇse inzˇeny´rsky´ prˇ´ıstup na´vrhu obeˇzˇne´ho kola uvedeny´ v prˇedchoz´ı kapitole 3.2
lze zprˇesnit pomoc´ı vy´pocˇtu u´hlu skluzu. Vy´pocˇet u´hlu skluzu je zalozˇen v analy-
ticky rˇesˇeny´ch u´loha´ch na empiricky´ch modelech pro dane´ typy lopatek. Veˇtsˇina
teˇchto empiricky´ch model˚u je vsˇak zalozˇena sp´ıˇse na vy´pocˇtu tzv. skluzove´ho
faktoru, ktery´ je definova´n jako pomeˇr skutecˇne´ tecˇne´ rychlosti proudeˇn´ı ct2 na
odtokove´ hraneˇ ku teoreticke´ tecˇne´ rychlosti, kdyby proudeˇn´ı sledovalo tecˇnu
ke strˇedove´ cˇa´rˇe na odtokove´ hraneˇ.
σ =
ct2
c′t2
(3.12)
Veˇtsˇina empiricky´ch studi´ı (naprˇ. Stanitz [3]) se ty´ka´ cˇisteˇ radia´ln´ıch turb´ın,
resp. turb´ın s radia´ln´ım proudeˇn´ım na vstupu i vy´stupu. Stanitz mimo jine´ dosˇel
k za´veˇru, zˇe skluzova´ rychlost (cts = c
′
t2 − ct2) za´vis´ı pouze na pocˇtu lopatek a
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je tedy neza´visla´ na u´hlu α′2. Pro radia´ln´ı turb´ıny je skluzovy´ faktor dle Stanitze
[3]:
σ = 0, 63 · pi · u2
N
(3.13)
Lewis[8] v souladu s konformn´ı transformac´ı odvodil vztah pro turb´ınu se
smı´ˇseny´m typem proudeˇn´ı:
M =
N
sinγs
(3.14)
Tento vztah uda´va´ na´hradn´ı pocˇet lopatek M cˇisteˇ radia´ln´ı turb´ıny odpov´ıdaj´ıc´ı
turb´ıneˇ se smı´ˇseny´m typem proudeˇn´ı s pocˇtem lopatek N . U´hel γs je u´hel tecˇny
proudove´ cˇa´ry (viz obr. 4.1). Pra´veˇ v u´hlu γs spocˇ´ıva´ nevy´hoda tohoto vztahu,
ktery´ je urcˇen pro vy´pocˇet na´hradn´ıho pocˇtu lopatek pro turb´ıny s konstatn´ım γs.
Tento pozˇadavek vsˇak obecneˇ Francisovy turb´ıny nesplnˇuj´ı, vhodneˇjˇs´ı je uzˇ´ıt tento
vztah pro turb´ınu De´riazovu, poprˇ. v prˇ´ıpadeˇ Francisovy´ch turb´ın pro aproximaci
rychlobeˇzˇny´ch turb´ın, u nichzˇ lze sna´ze urcˇit strˇedn´ı u´hel γs.
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4. Transformace lopatkove´ mrˇ´ızˇe
4.1 Transformace proudove´ plochy
do karte´zske´ho syste´mu rovinne´ mrˇ´ızˇe
V u´vodu byla definova´na proudova´ plocha jako rotacˇn´ı plocha kolem osy turb´ıny
dana´ merida´ln´ım pr˚umeˇtem proudove´ cˇa´ry. Meridia´ln´ı pr˚umeˇt proudove´ cˇa´ry lze
oznacˇit jako krˇivku C. Sourˇadnice pode´l krˇivky C bude oznacˇova´na s, de´lkovy´
element krˇivky jako ds. Kazˇdy´ bod P dane´ rotacˇn´ı plochy lze jednoznacˇneˇ de-
finovat dveˇma na sobeˇ neza´visly´mi sourˇadnicemi (s, ϕ), viz obr. 4.1, pokud je
jednoznacˇneˇ definova´na krˇivka C, cozˇ je prˇedpokladem te´to transformace.
h
r
s
Obra´zek 4.1: Definice parametr˚u proudove´ plochy
Pro transformaci lopatkove´ mrˇ´ızˇe je vhodne´ zave´st tzv. konformn´ı zobra-
zen´ı, jezˇ zachova´va´ u´hly. Za´kladn´ı podmı´nka pro zobrazen´ı do transformovane´ho
karte´zske´ho sourˇadne´ho syste´mu ξ − η je:
dξ
dη
=
ds
rdϕ
(4.1)
Tato rovnice je matematicky´m vyja´drˇen´ım podmı´nky zachova´n´ı velikosti a orien-
tace u´hl˚u (tedy i smeˇr˚u derivac´ı) prˇi transformaci mezi syste´my. Nicme´neˇ velikost
a tvar invariantem obecneˇ nen´ı. Z obra´zku 4.1 je patrne´, zˇe sourˇadnice r je funkc´ı
sourˇadnice s a nen´ı sourˇadnic´ı ϕ, proto je vyjmuta z diferencia´lu a je tedy pouze
pomocnou promeˇnnou pro vy´pocˇet u´hlu.
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Je vhodne´, aby sourˇadnice η byla za´visla´ pouze na sourˇadnici ϕ z toho d˚uvodu,
aby bylo mozˇne´ transformovat lopatkovou mrˇ´ızˇ s pola´rn´ım p˚udorysem do ne-
konecˇne´ rovinne´ mrˇ´ızˇe, kde odpov´ıdaj´ıc´ı si body lopatek lezˇ´ı v prˇ´ımce.
Podle Lewise [8] je mozˇne´ tuto diferencia´ln´ı rovnici rˇesˇit separac´ı:
dξ =
ds
r
(4.2)
dη = dϕ (4.3)
Za´rovenˇ lze zadefinovat u´hel γs sv´ıraj´ıc´ı element ds s osou rotacˇn´ı plochy.
Na za´kladeˇ toho lze odvodit vztah mezi ds a dr:
dr
ds
= sinγs (4.4)
Pokud γs je konstanta, tedy rotacˇn´ı proudova´ plocha je ko´nicka´, pak po inte-
graci plat´ı:
ξ =
ln(r)
sin(γs)
(4.5)
A obecneˇ plat´ı pro sourˇadnici η:
η = ϕ (4.6)
4.1.1 Specia´ln´ı prˇ´ıpady transformace
Transformacˇn´ı vztahy 4.2 a 4.6 jsou obecneˇ platne´, tedy plat´ı i pro cˇisteˇ axia´ln´ı,
poprˇ. cˇisteˇ radia´ln´ı turb´ınu. V prˇ´ıpadeˇ cˇisteˇ axia´ln´ı turb´ıny (r = konst.) je vztah
pro sourˇadnici ξ (proudova´ plocha je va´lec):
ξ =
s
r
(4.7)
V prˇ´ıpadeˇ cˇisteˇ radia´ln´ı turb´ıny, kdy sin(γs) = sin(
pi
2
) = 1, tedy proudova´
plocha je rovina:
ξ = ln(r) (4.8)
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4.1.2 Obecna´ transformace
V prˇ´ıpadeˇ obecne´ proudove´ plochy je nutno rˇesˇit vztah 4.2 jako krˇivkovy´ integra´l:
ξ =
∫
C
1
r
ds (4.9)
Rˇesˇen´ı nyn´ı za´vis´ı na vyja´drˇen´ı krˇivky C. V nejobecneˇjˇs´ı prˇ´ıpadeˇ lze krˇivku
definovat parametricky jako funkci obecne´ho parametru k, C : h = h(k), r =
r(k); k ∈< 0; 1 >. Pak obecneˇ plat´ı:
ds =
√(
dh
dk
)2
+
(
dr
dk
)2
dk (4.10)
Na´sledneˇ se transformacˇn´ı integra´l zmeˇn´ı:
ξ(k0) =
∫ k0
0
1
r(k)
√(
dh
dk
)2
+
(
dr
dk
)2
dk (4.11)
Tento integra´l 4.11 ma´ vy´hodu v tom, zˇe je jednoznacˇneˇ definovany´ pro libo-
volny´ tvar pr˚umeˇtu proudove´ cˇa´ry do meridia´ln´ıho rˇezu. V prˇ´ıpadeˇ potrˇeby lze
popis krˇivky zjednodusˇit a to bud’ na jednodznacˇnou definici podle vy´sˇky h, nebo
podle pr˚umeˇru r:
V prˇ´ıpadeˇ jednoznacˇneˇ zadane´ krˇivky podle vy´sˇky h (tedy h = k), lze vyja´drˇit
integra´l ve tvaru:
ξ(h) =
∫ h
h0
1
r(h) · cosγs(h)dh (4.12)
Je vsˇak zrˇejme´, zˇe tento integra´l nen´ı vhodny´ pro definici proudove´ plochy, ktera´
v urcˇite´m mı´steˇ ma´ radia´ln´ı smeˇr tecˇny - resp. pro vy´sˇku h nen´ı funkce polomeˇru
funkc´ı prostou.
Naopak v prˇ´ıpadeˇ jednoznacˇneˇ zadane´ krˇivky podle polomeˇru r (tedy r = k),
lze vyja´drˇit integra´l ve tvaru:
ξ(r) =
∫ r
r0
1
r · sinγs(r)dr (4.13)
Zde je opeˇt omezen´ı, tentokra´t nesmı´ tecˇna tvorˇ´ıc´ı krˇivky rotacˇn´ı proudove´ plochy
by´t rovnobeˇzˇna´ s osou turb´ıny. Vy´hodou tohoto za´pisu je vsˇak ve snazˇsˇ´ı definici
krˇivky, nen´ı potrˇeba neˇkolika samostatny´ch prˇedpis˚u.
16
KAPITOLA 4. TRANSFORMACE LOPATKOVE´ MRˇI´ZˇE
4.2 Zpeˇtna´ transformace
Transformacˇn´ı vztah mezi sourˇadnicemi η a ϕ je zrˇejmy´ ze vztahu 4.6. Avsˇak
obecny´ vztah mezi sourˇadnicemi ξ a s 4.9 je komplikovany´. Inverzn´ı vztah k
tomuto vztahu nen´ı mozˇne´ analyticky nale´zt a vyzˇaduje numericke´ rˇesˇen´ı.
Obecnou zpeˇtnou transformaci by bylo mozˇne´ nale´zt pouze v prˇ´ıpadeˇ, kdy
vy´raz 1
r(h)·cosγs(h) by byl analyticky integrovatelny´.
4.3 Komplexn´ı sourˇadnice
Pro pozdeˇjˇs´ı vyuzˇit´ı prˇi rˇesˇen´ı proble´mu˚ 2D-potencia´ln´ıho proudeˇn´ı je vhodne´
vyuzˇ´ıt za´pis sourˇadnic v komplexn´ım tvaru. Sourˇadnice v pravou´hle´ karte´zske´
soustaveˇ sourˇadne´ ξ − η lze definovat:
ζ = ξ + iη (4.14)
Sourˇadnice obecne´ proudove´ plochy lze definovat jako:
z = s+ irϕ (4.15)
Da´le lze prˇedpokla´dat, zˇe je jednozacˇneˇ da´na funkce prˇedepisuj´ıc´ı transformaci
mezi sourˇadnicemi ζ v prostoru ξ−η a sourˇadnicemi z v sourˇadnicove´m prostoru
turb´ıny.
4.4 Transformace rychlost´ı
Pro derivaci funkce komplexn´ıho potencia´lu (viz kapitola 5) plat´ı:
cm − ict = F (z(ζ))
dz
(4.16)
Pro derivaci slozˇene´ funkce plat´ı:
F (z(ζ))
dζ
=
F (z(ζ))
dz
dz
dζ
= (cm − ict)dz
dζ
(4.17)
Lze odvodit, zˇe vza´jemna´ derivace sourˇadnic dz
dζ
je rovna r. Pak plat´ı:
cξ − icη = (cm − ict)r (4.18)
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Ze vztahu 4.18 je zrˇejme´, zˇe z hlediska konformn´ıho zobrazen´ı je vyja´drˇen´ı
rychlost´ı spra´vne´, nebot’ pomeˇr obou slozˇek rychlost´ı (resp. u´hel mezi nimi) se po
transformaci nezmeˇn´ı, cozˇ je hlavn´ı prˇedpoklad konformn´ıho zobrazen´ı.
4.5 Prakticke´ vyuzˇit´ı transformace
Vzhledem k numericke´ komplikovanosti transformace obecne´ rotacˇn´ı proudove´
plochy je vhodne´ na pocˇa´tku vy´pocˇtu prove´st vy´pocˇet v urcˇite´m konecˇne´m pocˇtu
bod˚u sourˇadnice ξ. A vytvorˇit dostatecˇneˇ hustou obousmeˇrneˇ mapovac´ı tabulku
mezi sourˇadnicemi ξ a s. Na´sledneˇ pak z´ıska´vat hodnoty mezi
”
tabulkovy´mi hod-
notami“ pomoc´ı linea´rn´ı interpolace dvou okoln´ıch bod˚u.
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(a) Netransformovana´ lopatkova´ mrˇ´ızˇ
-1 0 1 2
ξ
0
1
2
3
4
5
6
7
η
(b) Transformovana´ lopatkova´ mrˇ´ızˇ
Obra´zek 4.2: Prˇ´ıklady za´kladn´ıch singularit
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5. Potencia´ln´ı proudeˇn´ı
Model potencia´ln´ıho proudeˇn´ı je zjednodusˇeny´ model proudeˇn´ı tekutiny. Vlast-
nosti (prˇedpoklady) definuj´ıc´ı potencia´ln´ı proudeˇn´ı jsou na´sleduj´ıc´ı [3]:
• proudeˇn´ı je nevazke´
• prouden´ı je nev´ıˇrive´
• proudeˇn´ı je nestlacˇitelne´
Za´kladn´ı rovnic´ı potencia´ln´ıho proudeˇn´ı je Laplaceova rovnice:
∂2φ
∂x2
+
∂2φ
∂y2
= 0 (5.1)
Velicˇina φ je za´kladn´ı skala´rn´ı velicˇinou potencia´ln´ıho proudeˇn´ı, rychlostn´ı
potencia´l, ktery´ je ve dvourozmeˇrne´m prostoru x− y definova´n:
vx =
∂φ
∂x
, vy =
∂φ
∂y
, (5.2)
V potencia´ln´ım proudeˇn´ı lze kromeˇ rychlostn´ıho potencia´lu te´zˇ definovat prou-
dovou funkci ψ:
vx =
∂ψ
∂y
, vy = −∂ψ
∂x
, (5.3)
Tyto dveˇ velicˇiny lze zkombinovat v komplexn´ı rovineˇ do podoby funkce kom-
plexn´ıho potencia´lu, ktera´ je funkci prostorovy´ch sourˇadnic z = x+ iy je v Gaus-
souveˇ rovineˇ:
F (z) = φ(x, y) + iψ(x, y) (5.4)
Z definicˇn´ıch rovnic lze odvodit, zˇe derivac´ı funkce komplexn´ıho potencia´lu
podle komplexn´ı sourˇadnice z se z´ıska´ funkce prˇedepisuj´ıc´ı rychlost v mı´steˇ z:
dF (z)
dz
= vx(z)− ivy(z) (5.5)
Pouzˇit´ı funkce komplexn´ıho potencia´lu je vsˇak mozˇne´ pouze ve dvourozmeˇr-
ne´m prostoru, nebot’ je definova´na pra´veˇ a jen v Gaussoveˇ komplexn´ı rovineˇ,
ktera´ je dvourozmeˇrna´.
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5.1 Vı´ˇrivost. Cirkulace
Vı´ˇrivost ~ω je definova´na [9, str. 32]:
~ω = ∇× ~v (5.6)
Tedy se jedna´ o dvojna´sobek u´hlove´ rychlosti proudeˇn´ı. Pro potencia´ln´ı proudeˇn´ı
vsˇak plat´ı vy´sˇe uvedena´ podmı´nka nev´ıˇrivosti proudeˇn´ı, tedy: ~ω = ~0. Cirkulace Γ
je definova´na jako krˇivkovy´ integra´l po uzavrˇene´ krˇivce K [13, str. 21]:
Γ =
∮
K
~v · ~ds (5.7)
Tento vy´taz lze pomoc´ı Stokesovy veˇty prˇepsat na vztah mezi v´ıˇrivost´ı a cirkulac´ı:
Γ =
∫∫
S
~ω · ~ndS (5.8)
Tedy na plosˇny´ integra´l prˇes polochu S, ktera´ je definova´na uzavrˇenou krˇivkou
K.
Z definice potencia´ln´ıho proudeˇn´ı te´zˇ vyply´va´, zˇe cirkulace je v potencia´ln´ım
proudove´m poli Γ = 0.
Avsˇak definuje se potencia´ln´ı v´ır, ktery´ z hlediska proudove´ho pole je singula-
ritou a vesˇkera´ jeho v´ıˇrivost ~ω je soustrˇedeˇna pra´veˇ do te´to singularity (aby platila
Stokesova veˇta). Proudova´ cˇa´stice kolem singularity rotuje, ale nerotuje kolem sve´
vlastn´ı osy, aby toto bylo splneˇno mus´ı by´t obvodova´ rychlost neprˇ´ımo umeˇrna´
vzda´lenosti od singularity. Pro tecˇnou rychlost na pr˚uvodicˇi ~r ve vzda´lenosti r
pak plat´ı vztah:
vt =
Γ
2pir
(5.9)
5.2 Zdroj a propad
Zdroj a propad jsou dalˇs´ımi elementy potencia´ln´ıho proudeˇn´ı, tentokra´t vsˇak
pohyb tekutiny prob´ıha´ pouze ve smeˇru z/do strˇedu elementu. Ve vzda´lenosti r
je pak radia´ln´ı rychlost tekutiny:
vr =
q
2pir
(5.10)
Kde q je vydatnost zdroje (q > 0), nebo propadu (q < 0).
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5.3 Superpozice
Potencia´ln´ı v´ır, zdroj a propad je mozˇne´ libovolneˇ kombinovat, resp. jejich popis
proudovou funkc´ı a rychlostn´ım potencia´lem (viz tabulka 5.1), a vytvorˇit tak
vlastn´ı proudove´ pole popsane´ funkc´ı komplexn´ıho potencia´lu a na´sledneˇ je mozˇne´
derivac´ı prˇeve´st toto pole na rychlostn´ı.
Element Char. velicˇina Potencia´l. funkce Proudova´ funkce
Potencia´ln´ı vir Cirkulace Γ φ = Γ
2pi
arctg y
x
ψ = − Γ
2pi
ln
√
x2 − y2
Zdroj Vydatnost q φ = q
2pi
ln
√
x2 + y2 ψ = q
2pi
arctg y
x
Tabulka 5.1: Za´kladn´ı elementy potencia´ln´ıho proudeˇn´ı
Γ
(a) Potencia´ln´ı v´ır
q
(b) Zdroj
Obra´zek 5.1: Prˇ´ıklady za´kladn´ıch singularit
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6. Panelove´ metody
Panelove´ metody jsou numericke´ metody vyuzˇ´ıvaj´ıc´ı za´kladn´ı principy a elementy
potencia´ln´ıho proudeˇn´ı. Pouzˇ´ıvaj´ı se pro urcˇen´ı rychlostn´ıch pol´ı prˇi obte´ka´n´ı teˇles
- naprˇ. samostatny´ch lopatek, cˇi slozˇeny´ch lopatkovy´ch mrˇ´ızˇ´ı. Skla´da´n´ı a modifi-
kace za´kladn´ı element˚u potencia´ln´ıho proudeˇn´ı tak, aby se vhodneˇ vytorˇil obrys
profilu lopatky v rychlostn´ım/proudove´m poli. Na´sledneˇ lze z rychlostn´ıho profilu
pode´l lopatky urcˇit pr˚ubeˇh soucˇinitele tlaku na lopatce. V principu jde o nalezen´ı
charakteristicky´ch konstant dany´ch singula´rn´ıch element˚u na za´kladeˇ okrajovy´ch
podmı´nek u´lohy. Vzhledem k tomu, zˇe chrakteristicke´ konstanty (cirkulace, mo-
hutnost zdroje/propadu) jsou linea´rn´ımi cˇleny v rovnic´ıch potencia´ln´ıho proudeˇn´ı,
jedna´ se pak o rˇesˇen´ı soustavy algebraicky´ch rovnic.
Vy´znam panelovy´ch metod spocˇ´ıva´ v jednoduchosti jejich vy´pocˇtu oproti
vy´pocˇt˚um CFD (prob´ıha´ rˇesˇen´ı algebraicke´ soustavy rovnic, nikoli soustav par-
cia´lneˇ diferencia´ln´ıch rovnic), avsˇak oblast jejich pouzˇit´ı je mensˇ´ı. Na druhou
stranu panelove´ metody jsou schopny pracovat s obecneˇjˇs´ımi prˇedpoklady (zvla´sˇteˇ
v prˇ´ıpadeˇ geometrie) nezˇ metody analyticke´.
Obra´zek 6.1: Rozdeˇlen´ı 2D profilu na panely
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6.1 Biot-Savart˚uv za´kon
Jak jizˇ bylo rˇecˇeno v kapitole 5 potencia´ln´ı v´ır indukuje v dane´m bodeˇ rych-
lost tecˇnou na pr˚uvodicˇ mezi v´ırem a dany´m bodem. Na tento jev lze aplikovat
fyzika´ln´ı podobnost s elektrodynamikou a vyuzˇ´ıt Biot-Savart˚uv za´kon [10]:
d~vnm =
Γn( ~dsn × ~rmn)
4pir3mn
(6.1)
Vztah urcˇuje indukovanou rychlost v bodeˇ m od elementu o de´lce ds v mı´steˇ
n a cirkulace Γ. Platnost tohoto za´kona v potencia´ln´ım proudove´m poli lze sa-
mozrˇejmeˇ doka´zat neza´visle na elektrodynamice (acˇkoli v obou prˇ´ıdech se jedna´
o potencia´ln´ı pole).
Uvazˇuje-li se v´ırove´ vla´kno, tedy nekonecˇneˇ mnoho v´ır˚u s nekonecˇneˇ maly´m
rozestupem a cirkulac´ı Γ, pak rychlost v bodeˇ n lezˇ´ıc´ı mimo v´ırove´ vla´kno, lze
spocˇ´ıtat jako krˇivkovy´ integra´l rovnice 6.1:
~vm =
Γ
4pi
∫
K
~ds× ~rmn
r3mn
(6.2)
Tuto rovnice lze oznacˇit jako Biot-Savart˚uv za´kon v integra´ln´ım tvaru.
6.2 Typy panel˚u
V prˇ´ıpadeˇ nejza´kladneˇjˇs´ıho deˇlen´ı lze uvazˇovat rozdeˇlen´ı na dvoudimenziona´ln´ı
panelove´ metody, pak je panel tvorˇen v nejjednodusˇ´ım prˇ´ıpadeˇ u´secˇkou, nebo
trˇ´ıdimenziona´ln´ı panelove´ metody, ve ktery´ch je panel tvorˇen plochou. Existuj´ı
take´ panelove´ metody s panely tvorˇeny´mi krˇivkami, poprˇ. plochami vysˇsˇ´ıch rˇa´d˚u,
pak se te´zˇ oznacˇuje panelova´ metoda jako panelova´ metoda vysˇsˇ´ıho rˇa´du. Je vsˇak
trˇeba uva´zˇit efektivitu rˇesˇen´ı, panely tvorˇene´ krˇivkami vysˇsˇ´ıch rˇa´d˚u lze nahradit
vysˇsˇ´ım pocˇtem panel˚u nizˇsˇ´ıho rˇa´du.
6.2.1 Dle typu elementu
Panel mu˚zˇe by´t tvorˇen prakticky ktery´mkoli singula´rn´ım elementem potencia´l-
n´ıho proudeˇn´ı, nebo jejich kombinac´ı. Mezi dva nejza´kladneˇjˇs´ı typy panel˚u dle
pouzˇite´ho singula´rn´ıho elementu patrˇ´ı:
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• potencia´ln´ı v´ır - na panelu je urcˇity´m zp˚usobem umı´steˇna cirkulace
• zdroj - na panelu je umı´steˇn zdroj/propad
Prˇ´ıkladem panelove´ metody s panely tvorˇeny´mi pouze potencia´ln´ımi v´ıry je Mar-
tensenova panelova´ metoda [10], pouze zdroji Douglas-Neumannova metoda [10].
Jako prˇ´ıklad metody vyuzˇ´ıvaj´ıc´ı kombinaci v´ıru a zdroje na panelu lze uve´st
Hess-Smithovu panelovou metodu [11]
6.2.2 Dle rozlozˇen´ı velicˇiny
Na obr. 6.1 je vyobrazeno rozdeˇlen´ı profilu na panely a kolokacˇn´ı body. Jak jizˇ bylo
rˇecˇeno na panelech jsou umı´steˇny singula´rn´ı elementy potencia´ln´ıho proudeˇn´ı,
v kolokacˇn´ıch bodech je vsˇak pocˇ´ıta´na rychlost indukovana´ vsˇemi singula´rn´ı ele-
menty a na´sledneˇ je tato rychlost srovna´va´na s okrajovy´mi podmı´nkami u´lohy.
Rychlost je tedy pocˇ´ıta´na v jednotlivy´ch bodech, ale singula´rn´ı element lze
na panel konecˇne´ de´lky umı´stit v bezˇny´ch prˇ´ıpadech neˇkolika zp˚usoby:
• bodoveˇ - singula´rn´ı element je umı´steˇn pouze v kolokacˇn´ım bodeˇ (poprˇ.
jine´m bodeˇ) prˇ´ıslusˇ´ıc´ı dane´mu panelu
• konstatn´ı rozdeˇlen´ı charakteristicke´ velicˇiny je konstatn´ı na cele´m panelu
• linea´rn´ı rozdeˇlen´ı charakteristicke´ velicˇiny na panelu se meˇn´ı linea´rneˇ mezi
jednotlivy´mi konci panelu
• kvadraticke´
6.3 Formulace panelovy´ch metod
Podle formulace za´kladn´ı rovnice panelove´ metody lze uvazˇovat ve dvoudimen-
ziona´lna´´ım prostoru o trˇech mozˇny´ch zp˚usobech. Podle toho, jake´ vyja´drˇen´ı u´-
cˇink˚u od jednotlivy´ch element˚u se superponuj´ı:
• rychlostn´ı
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• potencia´ln´ı
• proudovou funkc´ı
Vzhledem k obt´ızˇne´ definici potencia´ln´ı a proudove´ funkce ve trˇ´ıdimenziona´ln´ım
prostoru je jejich pouzˇ´ıt´ı omezeno pouze na dvoudimenziona´ln´ı u´lohy.
Aby bylo mozˇne´ charakteristicke´ velicˇiny pode´l profilu srovna´vat zava´d´ı se prˇi
formulaci panelovy´ch metod jejich intenzita, tedy meˇrna´ (normalizovana´) velicˇina.
V prˇ´ıpadeˇ intenzity cirkulace se jedna´ v prˇ´ıpadeˇ diferencia´ln´ıho elementu o de´lce
ds:
Γ = γds (6.3)
Toto je vhodne´ vyja´drˇen´ı pouze pro singularity umı´steˇne´ na panelech, v prˇ´ıpadeˇ
singularit s umı´steˇn´ım mimo panely (naprˇ. relativn´ı v´ıˇrivost) je vhodne´ uvazˇovat
jejich nenormalizovanou hodnotu.
Principem panelovy´ch metod je tedy sestaven´ı (veˇtsˇinou linea´rn´ıch) alge-
braicky´ch rovnic s nezna´my´mi charakteristicky´mi hodnotami velicˇin singularit.
Prˇi nalezen´ı odpov´ıdaj´ıch hodnot velicˇin lze pak dopocˇ´ıtat rychlostn´ı/proudove´
pole v libovolne´m bodeˇ definovane´ho prostoru.
6.3.1 Rychlostn´ı formulace
V rychlostn´ı formulaci panelove´ metody se vycha´z´ı z Biot-Savartoa za´kona 6.2,
prˇicˇemzˇ krˇivkou, pode´l n´ızˇ se integruje, je krˇivka profilu. Samozrˇejmeˇ cirkulace
nemus´ı by´t v obecne´m prˇ´ıpadeˇ pode´l krˇivky konstantn´ı:
~vP =
1
4pi
∫
K
Γ( ~ds× ~r)
r3
ds (6.4)
Kde r je pr˚uvodicˇ k bodu P. Podobnou rovnici lze sestavit i pro dalˇs´ı typy singu-
larit a vyja´drˇit tak jejich vliv k bodu P .
Z˚ustane-li se u panelove´ metody slozˇene´ z potencia´ln´ıch v´ır˚u, lze rovnici 6.4
diskretizovat na elementy konecˇne´ de´lky. Avsˇak zde je potrˇeba prove´st pra´veˇ
nahra´du cirkulace Γ vhodnou funkc´ı na dane´m elementu ds. Lze to cha´pat tak,
zˇe se jednak diskretizuje geometrie profilu a za´rovenˇ rozlozˇen´ı cirkulace pode´l
profilu.
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Na profilu mus´ı formulace u´lohy zajistit splneˇn´ı urcˇity´ch fyzika´ln´ıch prˇed-
poklad˚u, tedy okrajove´ podmı´nky (viz kapitola 6.5), ktere´ v prˇ´ıpadeˇ rychlostn´ı
formulace by meˇly by´t vyja´drˇene´ te´zˇ v rychlostn´ı podobeˇ.
6.3.2 Formulace potencia´lovou a proudovou funkc´ı
Formulace panelove´ metody pomoc´ı potencia´love´ a proudove´ funkce je v prvn´ım
kroku jednodusˇsˇ´ı. Obeˇ velicˇiny jsou skala´rn´ı, tedy jejich superpozice je prosty´
soucˇet dvou cˇ´ısel. Hodnota potencia´love´/proudove´ funkce se tedy zjist´ı pomoc´ı
secˇten´ı d´ılcˇ´ıch hodnot funkce od jednotlivy´ch panel˚u. Za´rovenˇ je v te´to formulaci
vhodne´ vna´sˇet korekce pomoc´ı distribuce zdroj˚u, nebo v´ır˚u.
Prˇestozˇe samotna´ sestaven´ı za´kladn´ıch rovnic je jednoducha´, ma´ tato formu-
lace znacˇna´ u´skal´ı. Tuto formulaci lze pouzˇ´ıt v za´sadeˇ ve 2D u´loha´ch. Existuje
mozˇnost definovat proudovou funkci i ve trojrozmeˇrne´m prostoru, resp. definice
te´to funkce ma´ podobu dvou rovnic [12] a efektivita tohoto rˇesˇen´ı je tedy mozˇnost´ı
diskuze.
Ekvipotencia´lou se nazy´va´ spojita´ krˇivka spojuj´ıc´ı body se stejnou hodno-
tou rychlostn´ıho potencia´lu. Proudovou cˇa´rou se oznacˇuje krˇivka spojuj´ıc´ı mı´sta
se stejnou hodnotou proudove´ funkce. Tyto krˇivky maj´ı ve svy´ch vza´jemny´ch
pr˚usecˇ´ıch tecˇny na sebe kolme´. Protnout se vsˇak mohou pouze ekvipotencia´ly s
proudovou cˇa´rou. Nemu˚zˇe nastat, zˇe by se proudova´ cˇa´ra protnula s jinou prou-
dovou cˇarou, cˇi by podobny´ jev nastal u ekvipotencia´ly, pokud by tak nastalo,
tak se nejedna´ o potencia´love´ pole. Vy´hodou formulace panelove´ metody naprˇ.
proudovou funkc´ı je jednoduchost jej´ı na´sledne´ vizualizace.
6.4 Koeficienty vlivu
Vzhledem k nemeˇnne´ geometrii profilu v ra´mci jednoho vy´pocˇtu lze pevneˇ defi-
novat tzv. koeficienty vlivu, tedy matici koeficient˚u vza´jmne´ho vlivu jednotlivy´ch
panel˚u. Na obr. 6.2 je geometricky naznacˇen vliv panelu n na panel m.
V prˇ´ıpadeˇ rychlostn´ı formulace u´lohy tak v za´vislosti na jej´ıch okrajovy´ch
podmı´nka´ch lze sestavit koeficienty vza´jemne´ho vlivu panel˚u, ktere´ budou za´visle´
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(xn,yn)
(xm,ym)
rmn
vnm
Obra´zek 6.2: Vliv panel˚u
pouze na geometrii - profilu, u´hlu nastaven´ı, roztecˇe lopatek (v prˇ´ıpadeˇ lopat-
kovy´ch mrˇ´ızˇ´ı).
Jako prˇ´ıklad lze uve´st urcˇen´ı tecˇne´ rychlosti indukovane´ panelem n s intenzitou
cirkulace γn na panel m - resp. sestaven´ı vazbove´ho koeficientu:
K(m,n) =
(
ux
γn
cosβm +
uy
γn
sinβ
)
∆sn (6.5)
kde ux a uy jsou rychlosti vyvozene´ panelem n na panel m ve smeˇru os sourˇadne´ho
syste´mu.
Vzhledem k tomu, zˇe vsˇechny cˇleny rovnice 6.5 vyjma cˇlenu γn jsou za´visle´
pouze na geometrii lze cˇlen γn vytknout, pak tedy tecˇna´ rychlost na panel m
indukovana´ ostatn´ımi panely bude:
vm =
np∑
i=1
K(m,n)γn (6.6)
Podobne´ koeficienty je mozˇne´ sestavit i pro prˇ´ıpad vy´pocˇtu norma´love´ rych-
losti k panelu m, stejneˇ tak v prˇ´ıpadeˇ vyuzˇit´ı jiny´ch singula´rn´ıch element˚u po-
tencia´ln´ıho proudeˇn´ı.
6.5 Okrajove´ podmı´nky
Ke zvolene´ panelove´ metodeˇ je nezbytne´ sestavit okrajove´ podmı´nky, resp. pravou
stranu algebraicky´ch rovnic. Obecneˇ lze rozliˇsovat mezi dveˇma za´kladn´ımi typy
okrajovy´ch podmı´nek - Dirichletova a Neumannova okrajova´ podmı´nka[13]. Jejich
prima´rn´ım u´cˇelem je definovat profil lopatky. Samozrˇejmeˇ je mozˇne´ v jedne´ u´loze
kombinovat v´ıce typ˚u okrajovy´ch podmı´nek.
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6.5.1 Neumannova okrajova´ podmı´nka
Neumanova okrajova´ podmı´nka se definuje jako:
∂φ(x, y)
∂n
= 0 (6.7)
Kde n je norma´la k dane´ hranici. Tato podmı´nka neprˇ´ımo urcˇuje, zˇe norma´lova´
rychlost k povrchu profilu je nulova´.
6.5.2 Dirichletova okrajova´ podmı´nka
Dirichletova podmı´nka potencia´ln´ıho proudeˇn´ı se definuje jako:
φ(x, y) = konst. (6.8)
Je tedy prˇ´ımo zada´na konstatn´ı hodnota rychlostn´ıho potencia´lu na povrchu lo-
patky, resp. je zada´na tecˇna´ rychlost na povrchu lopatky. Mu˚zˇe se zda´t, zˇe tato
podmı´nka nen´ı dostacˇuj´ıc´ı, zˇe by mohla by´t nenulova´ norma´lova´ rychlost a tud´ızˇ
tekutina proudit prˇes hranici lopatky, nicme´neˇ sporem lze doka´zat, zˇe toto nen´ı
mozˇne´ [10]
6.6 Podmı´nka odtokove´ hrany
Prˇestozˇe okrajove´ podmı´nky definuj´ı obrys profilu, nezarucˇuj´ı, zˇe se proudeˇn´ı
kolem profilu bude chovat fyzika´lneˇ spra´vneˇ. Je nutne´ definovat odtokovou hranu
profilu a na n´ı definovat doplnˇkovou podmı´nku - Kuttovu podmı´nku.
v1v2
vNp
v(Np-1)
Obra´zek 6.3: Detailn´ı pohled na odtokovou hranu
Kuttova podmı´nka urcˇuje [13, str. 88], zˇe rychlost proudeˇn´ı na ostre´ odtokove´
hraneˇ je konecˇna´ a proudeˇn´ı opousˇt´ı odtokovou hranu hladce a plynule, tedy
zˇe odtokova´ hrana je druhy´ stagnacˇn´ı bod na profilu. (Prvn´ı stagnacˇn´ı bod je
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mı´sto, na ktere´ proudeˇn´ı nate´ka´.) Lze tedy prˇedpokla´dat, zˇe rozd´ıl staticky´ch
tlak˚u na panelu prˇed a za odtokovou hranou bude nulovy´.
Na obr. 6.4 je prˇ´ıklad chova´n´ı rychlostn´ıho pole v prˇ´ıpadeˇ velmi sˇpatneˇ defino-
vane´ podmı´nky, cˇi v˚ubec nedefinovane´. Je vhodne´ poznamenat, zˇe ve specificke´m
prˇ´ıpadeˇ se mu˚zˇe potencia´ln´ı proudeˇn´ı chovat, jakoby Kuttova popodmı´nka byla
definova´na spra´vneˇ, avsˇak takovy´to model nebude stabiln´ı z hlediska zmeˇny okra-
jovy´ch podmı´nek.
Obra´zek 6.4: Sˇpatneˇ definovana´, cˇi nedefinovana´ okrajova´ podmı´nka
Zajistit splneˇn´ı Kuttovy podmı´nky je mozˇne´ neˇkolika zp˚usoby. Za´sadn´ım
prˇedpokladem je, zˇe v prˇ´ıpadeˇ nutnosti nulove´ho rozd´ılu tlak˚u jsou velikosti
tecˇny´ch rychlost´ı na panelech v okol´ı odtokove´ hrany shodne´ [10]. Toho je mozˇne´
nejsnadneˇji dosa´hnout rovnost´ı absolutn´ıch hodnot cirkulac´ı na teˇchto panelech,
resp. v prˇ´ıpadeˇ shodne´ de´lky panel˚u (cozˇ je maxima´lneˇ doporucˇova´no) je mozˇne´
tuto podmı´nku matematicky zapsat:
γ1 = −γNP (6.9)
Nicme´neˇ i zajiˇsteˇn´ı te´to podmı´nky je z hlediska vy´pocˇtu mozˇne´ neˇkolika zp˚usoby.
6.7 Diskretizace profilu
Geometrie profilu je veˇtsˇinou da´na jako C1 spojita´ krˇivka (s vy´jimkou odtokove´
hrany, ktera´ se prˇedpokla´da´
”
ostra´“), je tedy nezbytne´ vhodneˇ rozdeˇlit krˇivku
na jednotlive´ panely tak, aby jejich velikost byla dostatecˇneˇ mala´, tud´ızˇ aby pa-
nely spra´vneˇ kop´ırovaly tvar lopatky, avsˇak za´rovenˇ z hlediska prˇesnosti vy´pocˇtu
byla metoda efektivn´ı.
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Obecneˇ lze rˇ´ıci, zˇe v bl´ızkosti na´beˇzˇne´ a odtokove´ hrany je vhodneˇjˇs´ı vysˇsˇ´ı
hustota panel˚u nezˇ ve zbyle´ cˇa´sti profilu. Je vy´hodne´, aby panely u odtokove´
hrany byly dostatecˇneˇ male´, pro spra´vne´ vyhodnocen´ı Kuttovy podmı´nky. Da´le
je vhodne´, aby pocˇet panel˚u byl minima´lneˇ takovy´, aby za´sadneˇ nedeformoval
tvar lopatky.
Jako prˇ´ıklad vhodne´ho rozdeˇlen´ı hustoty diskretizacˇn´ıch bod˚u (panel˚u) na
lopatce lze uve´st funkci kosinus:
x = 1− cos
(
k · pi
2
)
(6.10)
kde k naby´va´ hodnoty k ∈< 0; 1 > s konstantn´ı diferenc´ı a x je jednotkovou
sourˇadnic´ı panel˚u, avsˇak uzˇ s promeˇnnou diferenc´ı. Panely mezi oblast´ı bl´ızke´
na´beˇzˇne´ hraneˇ a oblast´ı bl´ızke´ odtokove´ hraneˇ jsou sice z hlediska tvaru pod-
statne´, avsˇak jejich mensˇ´ı diskretizace nebude mı´t tak znacˇny´ vliv na samotny´
vy´pocˇet jako mensˇ´ı diskretizace v oblasti na´beˇzˇne´ a odtokove´ hrany, kde docha´z´ı
k podstatny´m zmeˇna´m v proudeˇn´ı.
Je vhodne´ jednotlive´ panely cˇ´ıslovat. V te´to pra´ci jsou panely cˇ´ıslova´ny arab-
sky´mi cˇislicemi od odtokove´ hrany, prˇes spodn´ı hranu profilu k na´beˇzˇce a zpeˇt
k odtokove´ hraneˇ. Celkovy´ pocˇet panel˚u je oznacˇova´n jako NP .
6.8 Uzˇit´ı panelove´ metody na lopatkovou mrˇ´ızˇ
Dosud v te´to kapitole je vyuzˇit´ı panelovy´ch metod prezentova´no prˇeva´zˇneˇ na osa-
mocene´m profilu. Jejich pouzˇ´ıt´ı lze zobecnit a vyuzˇ´ıt je pro vy´pocˇet potencia´ln´ıho
proudove´ho pole kolem veˇtsˇ´ıho mnozˇstv´ı r˚uzny´ch profil˚u, avsˇak v prˇ´ıpadeˇ stejny´ch
profil˚u se rˇesˇen´ı znacˇneˇ zjednodusˇuje.
Lopatkova´ mrˇ´ızˇ turb´ıny je kruhove´ho usporˇa´da´n´ı - lopatky tak tvorˇ´ı neko-
necˇnou periodicky se opakuj´ıc´ı mrˇ´ızˇ. Je vhodne´ lopatkovou mrˇ´ızˇ transformo-
vat do pravou´hle´ho sourˇadne´ho syste´mu, kde lopatkova´ mrˇ´ızˇ bude rovnobeˇzˇna´
s neˇkterou z os dane´ho sourˇadne´ho syste´mu. Takova´ transformace je popsa´na
bl´ızˇe v kapitole 4.
K proble´mu vy´pocˇtu lopatkove´ mrˇ´ızˇe lze tedy prˇistoupit v za´sadeˇ dveˇma me-
todami. Umı´steˇn´ı velke´ho avsˇak konecˇne´ho pocˇtu lopatek do mrˇ´ızˇe a na´sledne´
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vyhodnocen´ı proudove´ho pole v okol´ı lopatky nacha´zej´ıc´ı se ve strˇedu te´to lo-
patkove´ mrˇ´ızˇe. Dalˇs´ı metodou vy´pocˇetneˇ me´neˇ na´rocˇneˇjˇs´ı je vyuzˇit´ı periodicˇnosti
lopatkove´ mrˇ´ızˇe a tuto vlastnost zakomponovat do koeficient˚u vlivu panel˚u.
Nevy´hodou prvn´ı zminˇovane´ metody je vy´pocˇetn´ı na´rocˇnost. Celkovy´ pocˇet
panel˚u nen´ı za´visly´ jen na diskretizaci profilu, ale take´ pocˇtu lopatek
”
v ne-
konecˇne´ mrˇ´ızˇi“. Avsˇak jej´ı nespornou vy´hodou je jednoduchost jej´ı matematicke´
formulace.
Alternativn´ı metodou k tomuto vy´pocˇtu lopatkove´ mrˇ´ızˇe je prˇedpoklad toho,
zˇe proudeˇn´ı kolem lopatek bude periodicke´. Na´sledneˇ lze vyuzˇ´ıt vlastnosti go-
niometricky´ch, resp. hyperbolicky´ch funkc´ı. Tedy prˇi vy´pocˇtu se bude pocˇ´ıtat
proudeˇn´ı kolem jedne´ lopatky, avsˇak d´ıky periodicˇnosti funkc´ı bude zajiˇsteˇno
ovlivneˇn´ı panelu panely okoln´ıch lopatek. Nevy´hodou tohoto prˇ´ıstupu je kompli-
kovaneˇjˇs´ı matematicka´ definice a z hlediska vy´pocˇetn´ı techniky nutnosti vy´pocˇt˚u
goniometricky´ch a hyperbolicky´ch funkc´ı - tedy vy´pocˇtu obecneˇ iraciona´ln´ıch
funkc´ı pomoc´ı Taylorova rozvoje. Nicme´neˇ posledneˇ zmı´neˇny´ aspekt nen´ı prˇi dnesˇ-
n´ıch vy´pocˇetn´ıch vy´konech proble´m.
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7. Martensenova panelova´
metoda
Panelova´ metoda, kde na povrchu profilu jsou umı´steˇny jako singularity po-
tencia´ln´ı v´ıry, se v literaturˇe cˇasto oznacˇuje jako Martensenova panelova´ metoda
na pocˇest Ericha Martensena, jehozˇ publikace [14] se stala steˇzˇejn´ım d´ılem to-
hoto typu panelovy´ch metod. Pozdeˇji tuto metodu znacˇneˇ rozsˇ´ıˇril a zobecnil i na
rotuj´ıc´ı mrˇ´ızˇe Lewis [10].
Za´kladn´ı rovnice Martensenovy panelove´ metody [14] lze napsat ve tvaru:
γ(m)
2
+
∮
K ′(m, s)γ(s)ds = −v∞
[(
dx
ds
)
m
cosα∞ +
(
dy
ds
)
m
sinα∞
]
(7.1)
Prvn´ı cˇlen uda´va´ vnitrˇn´ı tecˇnou rychlost v nejblizˇsˇ´ım okol´ı panelu m, druhy´
cˇlen je podobny´ cˇlenu z rychlostn´ı formulace (kapitola 6.3.1) a uda´va´ vliv zbyle´
cˇa´sti profilu na panel m. Prava´ strana rovnice uda´va´ tecˇnou slozˇku rychlosti
nenarusˇene´ho proudeˇn´ı k panelu m.
Z matematicke´ho hlediska se jedna´ o Fredholmovu integra´ln´ı rovnici druhe´ho
druhu, pro n´ızˇ je odvozen d˚ukaz o existenci a jednoznacˇnosti netrivia´ln´ıho rˇesˇen´ı
[14]. Cˇlen rovnice K ′(m, s) je oznacˇova´n jako
”
ja´dro integra´ln´ı transformace“ a
funkce γ(s) je hledanou nezna´mou.
Je zrˇejme´ z prave´ stra´ny rovnice 7.1, zˇe Martensenova panelova´ metoda je
definova´na s Dirichletovo okrajovou podmı´nkou, tedy tecˇna´ rychlost na povrchu
profilu je nulova´.
7.1 Okrajova´ podmı´nka
Prˇestozˇe jizˇ bylo kra´tce o okrajovy´ch podmı´nka´ch zmı´neˇno, je vhodne´ se na tuto
Dirichletovu podmı´nku pod´ıvat podrobneˇji, resp. na fyzika´ln´ı vy´znam intenzity
cirkulace v te´to panelove´ metodeˇ.
Na obr. 7.1 je z povrchu profilu vyjmuty´ element o de´lce ds a intenziteˇ cir-
kulace γ(s). Vyjmuty´ element lze obalit obde´ln´ıkem abcd. Cirkulace γ(s)ds mus´ı
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a b
c
d
dsdh
vso
vsi
Obra´zek 7.1: U´sek profilu
by´t rovna cirkulaci z´ıskane´ integra´lem pode´l krˇivky abcd. Uvazˇuje-li se obecneˇ
nenulova´ norma´lova´ rychlost, avsˇak stejneˇ orientova´na, z´ıska´ se rovnice:
vsods+ vndh− vsids− vndh = γ(s)ds (7.2)
Po u´praveˇ se z´ıska´ rovnice:
vso − vsi = γ(s) (7.3)
Uvazˇuje-li se tecˇna´ rychlost uvnitrˇ profilu nulova´ vsi = 0, uvnitrˇ profilu neproud´ı
tekutina, tud´ızˇ rychlost je zde nulova´. Pak je rychlost nad povrchem elementu
rovna intenziteˇ cirkulace:
vso = γ(s) (7.4)
V prˇ´ıpadeˇ nehybne´ho profilu (resp. profilu bez una´sˇive´ rychlosti) lze doka´zat,
zˇe norma´lova´ rychlost k profilu je nulova´ bez nutnosti zaveden´ı dalˇs´ı okrajove´
podmı´nky [14]. Tedy v te´to panelove´ metodeˇ prˇedpokla´da´, zˇe uvnitrˇ panelu se
nenacha´z´ı zˇa´dna´ singularita.
7.2 Koeficienty vlivu
Rovnici 7.1 je mozˇne´ diskretizovat do tvaru:
γ(m)
2
+
∑
s
K(m, s)γ(s) = RHSm (7.5)
Cˇlen K(m, s) ma´ nyn´ı vy´znam cˇisteˇ geometricke´ho koeficientu, vy´razem RHSm
bude oznacˇova´na prava´ strana (pozdeˇji dojde takte´zˇ k jej´ı u´praveˇ).
Lamb [9] odvodil funkci komplexn´ıho potencia´lu pro nekonecˇnou rˇadu v´ır˚u
o sourˇadnic´ıch (0, 0), (±t, 0), (±2t, 0), ...:
F (z) =
iγ
2pi
ln
(
sin
piz
t
)
(7.6)
34
KAPITOLA 7. MARTENSENOVA PANELOVA´ METODA
Derivac´ı se z´ıska´ vztah pro rychlost:
− dF (z)
dz
= vx − ivy = −iγ
2t
· cot
(piz
t
)
= − γ
2t
· coth
(piz
t
)
(7.7)
Nicme´neˇ protozˇe Lamb tento vztah odvodil pro rˇadu v´ır˚u na ose x, je trˇeba
uvazˇovat pro tento prˇ´ıpad z = y+ ix, tedy zameˇnit sourˇadnice os (a rychlosti)[15]
tak, aby vy´sledny´ vztah byl v souladu s pouzˇit´ım v na´vaznosti na transformaci
odvozenou v kapitole 4 podle [16, s. 145], lze vztah prˇeve´st do tvaru:
vy − ivx = − γ
2t
· sinh
(
2pix
t
)− isin (2piy
t
)
cosh
(
2pix
t
)− cos (2piy
t
) (7.8)
Tedy rychlost ve smeˇru x:
vx =
γ
2t
· sin
(
2piy
t
)
cosh
(
2pix
t
)− cos (2piy
t
) (7.9)
A rychlost ve smeˇru y:
vy = − γ
2t
· sinh
(
2pix
t
)
cosh
(
2pix
t
)− cos (2piy
t
) (7.10)
Na za´kladeˇ vztahu 6.5 lze odvodit koeficienty vlivu Martensenovy panelove´ me-
tody pro lopatkovou mrˇ´ızˇ jako:
K(m,n) = (vxcosβm + vycosβm)∆s (7.11)
K(m,n) =
∆s
2t
· sin
(
2piy
t
)
cosβm − sinh
(
2pix
t
)
sinβm
cosh
(
2pix
t
)− cos (2piy
t
) (7.12)
Za sourˇadnice x a y je trˇeba dosadit sourˇadnice sourˇadne´ho syste´mu posunute´ho
do panelu n, nebot’ vyja´drˇen´ı funkce komplexn´ıho potencia´lu 7.6 uvazˇuje
”
prvn´ı“
v´ır v pocˇa´tku sourˇadne´ho syste´mu. Tedy x = ξm − ξn a y = ηm − ηn.
7.3 Rotuj´ıc´ı lopatkova´ mrˇ´ızˇ
V rovnici 7.1 je prava´ strana definova´na pro nerotuj´ıc´ı lopatkovou mrˇ´ızˇ. V prˇ´ıpadeˇ
rotuj´ıc´ı lopatkove´ mrˇ´ızˇe je zapotrˇeb´ı prˇidat una´sˇivou rychlost zp˚usobenou rotac´ı
obeˇzˇne´ho kola kolem sve´ osy. Nicme´neˇ v okamzˇiku zaveden´ı una´sˇive´ rychlosti
dojde k porusˇen´ı prˇedpokladu, pro ktery´ plat´ı, zˇe mrˇ´ızˇ se v prostoru nepohybuje.
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Z tohoto d˚uvodu je pak nutne´ zave´st dovnitrˇ profilu korekci vnitrˇn´ı v´ıˇrivosti,
ktera´ vznika´ rotac´ı profilu kolem osy turb´ıny.
Una´sˇiva´ rychlost na polomeru r je ze zna´me´ho vztahu (v netransformovane´m
sourˇadne´m syste´mu):
u = Ωr (7.13)
V tuto chv´ıli je trˇeba zave´st relativn´ı sourˇadny´ syste´m pevneˇ spojeny´ s lopat-
kovou mrˇ´ızˇ´ı, tedy sourˇadny´ syste´m una´sˇeny´ rychlost´ı u. Prˇestozˇe v absolutn´ım
sourˇadne´m syste´mu je proudeˇn´ı nev´ıˇrive´ tedy, ω = 0, tak v relativn´ım sourˇadne´m
syste´mu vznika´ nenulova´ relativn´ı v´ıˇrivost. [10] Do transformovane´ mrˇ´ızˇe se tak
bude transformovat tato v´ıˇrivost.
7.3.1 Relativn´ı v´ıˇrivost
Lewis [10] popisuje zaveden´ı tzv. relativn´ı v´ıˇrivosti, ktera´ znacˇneˇ ovlivnˇuje proudeˇn´ı
mezi lopatkami. Tato v´ıˇrivost produkuje rotaci opacˇne´ orientace nezˇ je rotace
lopatkove´ mrˇ´ızˇe. Za´rovenˇ tato v´ıˇrivost znacˇneˇ ovlivnˇuje i tzv. skluzovy´ u´hel.
Norma´lovou slozˇku te´to relativn´ı v´ıˇrivost k rotacˇn´ı proudove´ plosˇe podle Lewise
[10, str. 114] lze zapsat:
ω′(s, rϕ) = 2Ωsinγs (7.14)
Da´le se prˇedpokla´da´, zˇe v´ıˇrivost se nacha´z´ı na ekvivalentn´ıch plocha´ch, jak v
transformovane´ mrˇ´ızˇi, tak v netransformovane´ mrˇ´ızˇi.
ω(ξ)dξdη = ω′(s, rϕ)dsrdϕ (7.15)
Vyuzˇit´ım za´kladn´ı definice transformace v diferencia´ln´ı podobeˇ z kapitoly 4
se dostane prˇedpis pro relativn´ı v´ıˇrivost:
ω(ξ) = 2Ωr2sinγs (7.16)
Samozrˇejmeˇ je nezbytne´, aby r a γs meˇly zna´mou za´vislost na sourˇadnici ξ, o te´to
problematice je vsˇak bl´ızˇe pojedna´no v kapitole 4.
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Vı´ˇrivost je definova´na v sourˇadne´m syste´mu ξ − η jako:
ω(ξ) =
du
dξ
(7.17)
Dosazen´ım transformacˇn´ıho vztahu a vztahu pro v´ıˇrivost 7.16 a na´slednou
integrac´ı Lewis z´ıskal vztah:
u = Ωr2 + konst. (7.18)
Vzhledem k symetrii na na´beˇzˇne´ a odtokove´ hraneˇ lopatky se dostane fina´ln´ı
vztah:
uω = Ω
[
r2 − 1
2
(
r21 + r
2
2
)]
(7.19)
Tato rychlost pak doplnˇuje rychlost nenarusˇene´ho proudeˇn´ı ve smeˇru η na
prave´ straneˇ rovnic panelove´ metody:
vη = vη∞ + uω (7.20)
7.3.2 Korekce vnitrˇn´ı v´ıˇrivosti
Jak jizˇ bylo rˇecˇeno na zacˇa´tku kapitoly, za´kladn´ı Martensenova panelova´ metoda
je navrzˇena s prˇedpokladem nerotuj´ıc´ı mrˇ´ızˇe. V prˇedchoz´ı kapitole byla zavedena
relativn´ı v´ıˇrivost, ktera´ rotaci lopatkova´ mrˇ´ızˇe zava´d´ı. Nicme´neˇ rotace proudove´ho
pole je takto zavedena do cele´ vysˇetrˇovane´ oblasti bez ohledu na vnitrˇn´ı cˇa´st
lopatek.
Je nezbytne´ tedy vnitrˇn´ı v´ıˇrivost v lopatka´ch odstranit, zave´st korekci na prave´
straneˇ rovnice panelove´ metody. To lze opeˇt prove´st v´ıce zp˚usoby.
Prvn´ı mozˇnost korekce vnitrˇn´ı v´ıˇrivosti se zakla´da´ na principu, zˇe vnitrˇn´ı profil
tenke´ lopatky se rozdeˇl´ı na lichobeˇzˇn´ıkove´ segmenty pode´l strˇedove´ cˇa´ry profilu,
viz obr. 7.2.
Kazˇdy´ segment profilu ma´ charakteristickou v´ıˇrivost odpov´ıdaj´ıc´ı rovnici 7.16.
Vyuzˇit´ım vztahu 5.8 lze zapsat na´sleduj´ıc´ı vztah:
ΓI =
∫∫
S
Ωr2sinγsdS (7.21)
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Obra´zek 7.2: Rozdeˇln´ı profilu na segmenty
Po proveden´ı diskretizace podle obra´zku 7.2 je velikost cirkulace v dane´m
segmentu:
∆ΓI = 2Ωr
2sinγs∆S (7.22)
Kde ∆S je plocha lichobeˇzˇn´ıku definujic´ı segment. Vyuzˇit´ım vztah˚u 7.9 a 7.10 lze
sestavit vztah uda´vaj´ıc´ı rychlost vyvozenou vnitrˇn´ı cirkulac´ı segmentu na n-ty´
panel.
∆cΓn =
1
2t
sin
[
2pi
t
(ηm − ηc)
]
cosβm − sinh
[
2pi
t
(ξm − ξc) sinβm
]
cosh
[
2pi
t
(ξm − ξc)
]− cos [2pi
t
(ηm − ηc)
] Ωr2sinγs∆S
(7.23)
Soucˇtem indukovany´ch rychlost´ı od vsˇech vnitrˇn´ıch segment˚u se z´ıska´ opravna´
rychlost do za´kladn´ı rovnice Martensenove´ metody.
Lewis [10] do tohoto postupu jesˇteˇ nav´ıc zana´sˇ´ı korekci tlousˇt’ky profilu, nebot’
vy´sˇe uvedene´ odvozen´ı ma´ dostatecˇnou prˇesnost pouze pro tenke´ profily. Zava´d´ı
opravny´ koeficient jako pomeˇr opravne´ rychlosti cˇiste´ cirkulace od vnitrˇn´ı v´ıˇrivosti
pode´l profilu ku rychlosti nenarusˇene´ho rotuj´ıc´ıho proudeˇn´ı.
k =
∑Np
n=1 cΓn∆sn∑Np
n=1 [r
2
n − 12(r21 + r22)]sinβn∆sn
(7.24)
Na´sledneˇ je nutne´ korekcˇn´ı rychlost t´ımto koeficientem vyna´sobit, tedy:
cΓn = k ·
∑
∆cΓn (7.25)
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Tento prˇ´ıstup je za´visly´ na geometrii lopatky a zava´d´ı do korekcˇn´ıho cˇlenu
dalˇs´ı korekcˇn´ı cˇlen. Proto je vhodneˇjˇs´ı rovnou rozdeˇlit celou plochu profilu na men-
sˇ´ı na segmenty nejen pode´l strˇedove´ cˇa´ry profilu.
Obra´zek 7.3: Rozdeˇln´ı profilu na jemneˇjˇs´ı segmenty
Z kazˇde´ho takove´ho segmentu lze spocˇ´ıtat vliv na n-ty´ panel:
cΓξm =
1
2t
N∑
i=1
M∑
j=1
ωijsin
[
2pi
t
(ηm − ηij
]
cosh
[
2pi
t
(ξm − ξij)
]− cos [2pi
t
(ηm − ηij)
] (7.26)
cΓηm = − 1
2t
N∑
i=1
M∑
j=1
ωijsinh
[
2pi
t
(ξm − ξij
]
cosh
[
2pi
t
(ξm − ξij)
]− cos [2pi
t
(ηm − ηij)
] (7.27)
Kde ωij
ωij = 2Ωr
2
ij∆Sij (7.28)
7.4 Zmeˇna meridia´ln´ı rychlosti
Jak bylo v u´vodu te´to pra´ce poznamena´no, prˇi pr˚uchodu tekutiny turb´ınou se
meˇn´ı jej´ı meridia´ln´ı rychlosti z d˚uvodu zmeˇny pr˚utocˇne´ho pr˚urˇezu turb´ıny (viz
obr. 1.2). Vzhledem k tomu, zˇe merida´ln´ı rychlost se tedy meˇn´ı pode´l proudove´
cˇa´ry, pak se meˇn´ı i rychlost ve smeˇru s rotacˇn´ı proudove´ plochy.
Za´kladn´ı prˇ´ıstup k te´to problematice je zmeˇna rychlosti vξ ve smeˇru ξ v rovnici
Martensenovy panelove´ metody. Je vsˇak d˚ulezˇite´ poznamenat, zˇe podle Lewise
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[10], zmeˇna rychlosti ve smeˇru vξ implikuje ekvivalentn´ı rozdeˇlen´ı zdroj˚u pode´l
cele´ roviny ξ − η.
q(ξ) =
dvξ(ξ)
dξ
(7.29)
Nicme´neˇ nyn´ı nasta´va´ podobna´ situace jako v kapitole 7.3 s vnitrˇn´ı v´ıˇrivost´ı,
tentokra´t vsˇak s vnitrˇn´ımi zdroji. Tedy je nutne´ zaveden´ı korekce
”
vn´ıtrˇn´ıch
zdroj˚u“ (Uvnitrˇ profilu se nesmı´ nacha´zet zˇa´dna´ nenulova´ singularita.)
Prakticky to vsˇak znamena´ vyuzˇit´ı podobny´ch rovnic, avsˇak s vy´pocˇtem od-
pov´ıdaj´ıc´ım zdroji:
cqξm =
1
2t
N∑
i=1
M∑
j=1
qijsinh
[
2pi
t
(ξm − ξij
]
cosh
[
2pi
t
(ξm − ξij)
]− cos [2pi
t
(ηm − ηij)
] (7.30)
cqηm = − 1
2t
N∑
i=1
M∑
j=1
qijsin
[
2pi
t
(ηm − ηij
]
cosh
[
2pi
t
(ξm − ξij)
]− cos [2pi
t
(ηm − ηij)
] (7.31)
7.4.1 Mohutnost zdroj˚u
V rovnici 7.29 je mohutnost zdroje definova´na jako zmeˇna rychlosti pode´l osy
ξ, cozˇ prˇi prˇeveden´ı zpeˇt do netransformovane´ mrˇ´ızˇe odpov´ıda´ smeˇru s - smeˇru
meridia´ln´ı rychlosti. Odvozen´ı zmeˇny rychlosti pode´l proudove´ plochy bylo prove-
deno v kapitole 3 a lze z neˇj vyuzˇ´ıt rovnice 3.11 pro vyja´drˇen´ı meridia´ln´ı rychlosti:
cm(ξ) =
Q
2nr(ξ)b(ξ)
(7.32)
Parametry n (pocˇet proudovy´ch ploch), r(ξ) a b(ξ) jsou definova´ny prˇi zava´deˇn´ı
proudovy´ch ploch. Nesmı´ se vsˇak opomenout tuto rychlost prˇeve´st podle kapitoly
4 do sourˇadne´ho syste´mu transformovane´ lopatkove´ mrˇ´ızˇe. Vzhledem k tomu, zˇe
rychlost ve smeˇru ξ nen´ı zat´ızˇena una´sˇivou rychlost´ı, ani nen´ı zp˚usobena´ zˇa´dna´
jej´ı zmeˇna vlivem rotuj´ıc´ı mrˇ´ızˇe (panelove´ metody), zava´d´ı se prˇ´ımo na pravou
stranu rovnice panelove´ metody.
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7.5 Upravena´ Martensenova panelova´ metoda
Spojen´ım vsˇech poznatk˚u v prˇedchoz´ıch neˇkolika kapitola´ch lze sestavit pravou
stranu pro diskretizovanou rovnici Martensenovy panelove´ metody 7.5:
γ(m)
2
+
∑
s
K(m, s)γ(s) = − (vξ(ξ)− cqξm − cΓξm) cosβm
− (v∞η − cqηm − cΓηm) sinβm
−Ω
[
r2m −
1
2
(r21 + r
2
2)
]
sinβm
(7.33)
Prˇestozˇe prava´ strana rovnice 7.33 vypada´ na prvn´ı pohled komplikovaneˇ, prˇi
spra´vne´m vyhodnocen´ı naby´va´ konkre´tn´ı cˇ´ıselne´ hodnoty. Za´rovenˇ prvn´ı cˇlen rov-
nice γ(m)
2
lze prˇesunout do sumacˇn´ıho vy´razu jakou soucˇa´st vazbove´ho koeficientu
K(m,m).
Maticoveˇ lze pak takto upravena´ rovnice panelove´ metody zapsat jako:
¯
K ~G =
−−−→
RHS (7.34)
Kde ~G je vektor jednotkovy´ch cirkulac´ı γ(m)
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8. Vy´pocˇet lopatek obeˇzˇne´ho kola
Na za´kladeˇ poznatk˚u shrnuty´ch v prˇedchoz´ıch kapitola´ch byl vytvorˇen za´kladn´ı
vy´pocˇetn´ı software v prostrˇed´ı MathWorks MATLAB (popis viz A
), ktery´ je soucˇa´st´ı elektronicke´ prˇ´ılohy te´to pra´ce.
8.1 Definice a c´ıl vy´pocˇetn´ı u´lohy
8.1.1 Definice u´lohy
Pro vy´pocˇet lopatek obeˇzˇne´ho kola je trˇeba nejprve definovat zadane´ parametry
do vy´pocˇtu, ktere´ jsou
• geometrie proudovy´ch ploch (parametricke´ krˇivky)
• geometrie lopatek pro jednotlive´ proudove´ plochy
• vstupn´ı u´hel β1 pro jednotlive´ plochy
• pr˚utok turb´ıny Q
• u´hlova´ rychlost obeˇzˇne´ho kola Ω
8.1.2 C´ıl u´lohy
Jako nejza´kladneˇjˇs´ı vy´stupn´ı data z vy´pocˇetn´ıho modelu lze povazˇovat:
• vy´stupn´ı u´hel β2 z obeˇzˇne´ho kola v jednotlivy´ch proudovy´ch plocha´ch
• rozlozˇen´ı tlaku na jednotlivy´ch profilech
• vy´kon turb´ın bez zapocˇten´ı vazky´ch ztra´t
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8.2 Kuttova podmı´nka
Jako Kuttova podmı´nka byl implementova´n doplnˇkovy´ v´ır, tedy takova´ cirkulace,
aby byla splneˇna Kuttova podmı´nka. Pro celkovou cirkulaci plat´ı [10]:∑
m
γ(m)∆sm = ΓK (8.1)
Tato rovnice je neza´visla´, proto lze secˇ´ıst s Martensenovou rovnic´ı 7.33:∑
s
(K(m, s) + ∆sm)γ(sm) = RHSm + ΓK (8.2)
Kde ΓK je konstatn´ı v´ır stejny´ pro vsˇechny panely, ktery´ upravuje cirkulaci jed-
notlivy´ch panel˚u tak, aby platila jizˇ zmı´neˇna´ podmı´nka γ(1) = γ(Np). Nicme´neˇ
cˇlen RHSm a cˇlen ΓK jsou na sobeˇ neza´visle´. Lze tedy prove´st rozdeˇlen´ı:∑
s
(K(m, s) + ∆sm)γ1(sm) = RHSm (8.3)
∑
s
(K(m, s) + ∆sm)γ2(sm) = ΓK (8.4)
Prvn´ı soustavu rovnic lze rˇesˇit bez proble´mu˚. ve druhe´ soustaveˇ se za ΓK lze
docˇasneˇ dosadit jednotkovou cirkulaci, cˇ´ımzˇ se z´ıska´ γ2 pro jednotkovou cirku-
laci. Pro celkovou intenzitu v´ıru na dane´m panelu bude platit kombinace teˇchto
jednotlivy´ch d´ılcˇ´ıch intezit:
γ(sm) = γ1(sm) + ΓK · γ2(sm) (8.5)
Toto vsˇak mus´ı platit pro vsˇechny panely, takzˇe dosazen´ım do vztahu 6.9 a
na´sledny´m upraven´ım se z´ıska´ vztah pro cirkulaci ΓK :
ΓK = −γ1(1) + γ1(Np)
γ2(1) + γ2(Np)
(8.6)
8.3 Vy´pocˇet u´hl˚u β1 a β2
V rovnici panelove´ metody se neprˇ´ımo vyskytuje pouze u´hel α∞, tedy u´hel re-
lativn´ıho proudeˇn´ı v prˇ´ıpadeˇ, kdy by se v dane´m proudove´m poli nevyskyto-
valy zˇa´dne´ lopatky. Jako zadany´ parametry vy´pocˇtu se vyskytuje u´hel β1, tedy
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u´hel proudeˇn´ı prˇed obeˇzˇny´m kolem. Tento u´hel je mozˇny´ (stejneˇ jako u´hel β2)
dopocˇ´ıtat v dostatecˇne´ vzda´lenosti, aby u´hel nebyl zat´ızˇen proudeˇn´ım kolem lo-
patek, od na´beˇzˇny´ch hran lopatek ze znalosti rychlostn´ıho pole v te´to vzda´lenosti,
viz obr. 8.1
β1 β2
Obra´zek 8.1: Rychlostn´ı pole prˇed a za lopatkovou mrˇ´ızˇ´ı
U´hel β1 vsˇak patrˇ´ı mezi zadane´ parametry, kdezˇto u´hel α∞ zadany´ nen´ı.
Analytickou za´vislost mezi u´hely α∞ a β1 nen´ı obecneˇ mozˇne´ vyja´drˇit, proto
je nutne´ rˇesˇit u´hel β1 numericky. Vzhledem k prˇedpokla´dane´mu monoto´n´ımu
chova´n´ı za´vislosti mezi u´hly je mozˇne´ pro vy´pocˇet pouzˇ´ıt obycˇejnou relaxacˇn´ı
iteracˇn´ı metodu.
8.4 Vy´pocˇet soucˇinitele tlaku cp
Mezi za´kladn´ı u´daje o lopatkove´ mrˇ´ızˇi patrˇ´ı pr˚ubeˇh soucˇinitele tlaku po profilu.
Soucˇinitel tlaku je definova´n jako [13]:
cp(x) =
p(x)− p∞
1
2
ρv2∞
(8.7)
kde p(x) je loka´ln´ı staticky´ tlak, p∞ referencˇn´ı staticky´ tlak, 12ρv
2
∞ je dynamicky´
tlak nenarusˇene´ho proudeˇn´ı.
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Vy´pocˇet staticke´ho tlaku se provede pomoc´ı Bernoulliovi rovnice pro relativn´ı
sourˇadnice:
p∞ +
1
2
ρv2∞ = p+
1
2
ρv2 − 1
2
ρu2 (8.8)
Tuto rovnici lze upravit a dosadit do rovnice 8.7, vy´sledna´ rovnice pro vy´pocˇet
soucˇinitele tlaku pak bude:
cp(x) = 1− v(x)
2 − u(x)2
v2∞
(8.9)
Z rovnice 7.4 je vsˇak loka´ln´ı relativn´ı rychlost na profilu da´na jako: v(x) = γ(x).
8.5 Vy´pocˇet vy´konu z panelove´ metody
V prˇedchoz´ı kapitole byla uvedena Bernoulliova rovnice 8.10, ze ktere´ je mozˇne´
vyja´drˇit staticky´ tlak na panelu jako:
p(x) =
1
2
ρ(v2∞ + u(x)
2 − v(x)2) (8.10)
S´ıla p˚usob´ıc´ı v norma´love´m smeˇru na panel se vypocˇte jako:
F (x) = p(x)b(x)∆s(x) (8.11)
Do tocˇive´ho momentu turb´ıny vsˇak prˇisp´ıva´ pouze tecˇna´ slozˇka s´ıly z hlediska
obeˇzˇne´ho kola, tedy slozˇka ve smeˇru sourˇadnice η, ktera´ se vypocˇ´ıta´ jako:
Ft(x) = −F (x)cos(β(x)) (8.12)
Celkovy´ moment k ose turb´ıny je urcˇen jako:
M =
Np∑
x
Ft(x)r(x) (8.13)
Vy´kon se tedy spocˇte:
P = MΩ (8.14)
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9. Vy´sledky metody
9.1 Zada´n´ı modelove´ho vy´pocˇtu
Vstupn´ı parametry modelove´ho vy´pocˇtu byly v dane´ proudove´ plosˇe zvoleny
na´sledovneˇ:
Merida´ln´ı rychlost na vstupu (cm1) 15ms
−1
Pocˇet lopatek (N) 6
U´hel nastaven´ı lopatek (λ) 30◦
U´hel prohnut´ı lopatek (θ) 40◦
De´lka lopatek (λ) 1, 55m
Vstupn´ı vy´sˇka lopatky (b1) 1m
Tabulka 9.1: Vstupn´ı parametry modelove´ho vy´pocˇtu
Ostatn´ı parametry byly v pr˚ubeˇhu vy´pocˇt˚u meˇneˇny.
9.1.1 Volba proudove´ plochy
Pro modelovy´ vy´pocˇet byla zvolena proudova´ plocha, jej´ızˇ tvorˇ´ıc´ı krˇivka je na
obra´zku 9.1.
-4 -3.5 -3 -2.5 -2 -1.5 -1
Polomer r [m]
-2.5
-2
-1.5
-1
-0.5
0
0.5
Vy
sk
a 
h 
[m
]
Obra´zek 9.1: Tvorˇ´ıc´ı krˇivka rotacˇn´ı proudove´ plochy
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9.1.2 Volba profilu
Pro oveˇrˇen´ı a proveden´ı testovac´ıch vy´pocˇt˚u byl zvolen parametricky´ turb´ınovy´
profil C4, jehozˇ strˇedova´ cˇa´ra byla zada´na parametrickou rovnic´ı s parametry:
u´hel zakrˇiven´ı a tlousˇt’ka profilu. Samotna´ diskretizace (rozdeˇlen´ı profilu na pa-
nely) bude diskutova´no v kapitole 9.4.
9.2 Soucˇinitel tlaku
Byl proveden modelovy´ vy´pocˇet v jedne´ proudove´ plosˇe prˇi zmeˇneˇ u´hlu nab´ıha-
j´ıc´ıho proudeˇn´ı (obr. 9.2) a prˇi zmeˇneˇ ota´cˇek, resp. u´hlove´ rychlosti (obr. 9.3).
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
x/l [1]
-4
-3
-2
-1
0
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2
3
c p
 
[1] β1 = 75 deg
β1 = 78 deg
Obra´zek 9.2: Soucˇinitel rozlozˇen´ı tlaku na profilu prˇi Ω = 5s−1
9.3 Srovna´n´ı vy´kon˚u
Z obra´zk˚u v prˇedchoz´ı kapitole je patrne´, zˇe byly provedeny celkem 4 modelove´
vy´pocˇty. Vy´sledky jednotlivy´ch vy´pocˇt˚u jsou v tabulce 9.2
Jako jednu z nejza´kladneˇjˇs´ıch mozˇnost´ı validace vy´sledk˚u je srovna´n´ı vypocˇ-
teny´ch vy´kon˚u z panelove´ metody a z rychlostn´ıch troju´heln´ık˚u, viz tabulka 9.2.
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[1]
Ω = 2 s-1
Ω = 3 s-1
Obra´zek 9.3: Soucˇinitel rozlozˇen´ı tlaku na profilu prˇi β1 = 65
◦
Je vhodne´ poznamenat, zˇe vy´kon je vztazˇen ke vstupn´ı vy´sˇce lopatky b1 = 1m,
tud´ızˇ rea´lny´ vy´kon doda´vany´ takovy´mto elementem lopatky by byl minima´lneˇ
rˇa´doveˇ o rˇa´d nizˇsˇ´ı.
U´hel na vstupu β1[
◦] 75◦ 78◦ 65◦ 65◦
U´hlova´ rychlost Ω[s−1] 5 5 2 3
U´hel na vy´stupu β2[
◦] 37, 3221 37, 6433◦ 25, 7397 29, 7143
Vy´kon z integrace tlaku [W ] 168, 0 · 106 249, 3 · 106 44, 1 · 106 53, 1 · 106
Vy´kon z rychl. troj. [W ] 183, 4 · 106 243, 3 · 106 41, 0 · 106 58, 2 · 106
Relativn´ı odchylka [1] 0,08 0,02 0,07 0,09
Tabulka 9.2: Vy´sledky modelove´ho vy´pocˇtu
Nejzaj´ımaveˇjˇs´ım poznatkem v tabulce 9.2, jak jizˇ bylo zmı´neˇno, je n´ızka´ rela-
tivn´ı odchylka vy´kon˚u vypocˇteny´ch integrac´ı rozlozˇen´ı tlaku pode´l profilu lopatky.
Nicme´neˇ toto tvrzen´ı nelze zobecnit na celou metodu, je nutna´ podrobneˇjˇs´ı verifi-
kace. Je te´meˇrˇ skoro jiste´, zˇe v prˇ´ıpadeˇ nestandardn´ıho obte´ka´n´ı lopatek turb´ıny
bude panelova´ metody da´vat znacˇneˇ zkreslene´ vy´sledky.
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9.4 Vliv diskretizace na vy´sledky
Aby se urcˇil vliv diskretizace lopatky na vy´sledky panelove´ metody. Byly zvolen
modelovy´ vy´pocˇet s parametry β1 = 75
◦ a Ω = 5s−1. Za´rovenˇ byla
”
vypnuta“
korekce pro odstraneˇn´ı vnitrˇn´ıch singularit, nebot’ na jej´ı diskretizaci ma´ vliv
diskretizace profilu, tud´ızˇ korekce by mohla ovlivnit srovna´n´ı.
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Obra´zek 9.4: Zmeˇna u´hlu β2 za mrˇ´ızˇ´ı prˇi zmeˇneˇ pocˇtu panel˚u
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Obra´zek 9.5: Vy´konu integrac´ı tlaku pode´l profilu prˇi zmeˇneˇ pocˇtu panel˚u
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9.5 Vliv korekce vnitrˇn´ı v´ıˇrivosti na vy´sledky
Podobneˇ jako v prˇedchoz´ı kapitole, aby se urcˇil vliv korekce, byl zvolen mo-
del s parametry: β1 = 75
◦ a Ω = 5s−1. Na obr. 9.6 je srovna´n´ı graf˚u pr˚ubeˇh˚u
soucˇinitele tlak˚u. Mnohem vy´znameˇjˇs´ı je vsˇak zmeˇna u´hlu β2, ktery´ se zmeˇnil
z 37, 32◦ bez korekce na 34, 47◦ s korekc´ı. Zmeˇna vy´konu je v rˇa´du procent (s
korekc´ı 166, 5 · 106W prˇi integraci tlaku pode´l profilu).
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s korekcí
bez korekce
Obra´zek 9.6: Srovna´n´ı soucˇinitel tlaku cp
Tuto korekci nen´ı prˇ´ıliˇs mozˇne´ analyticky oveˇrˇit, pro oveˇrˇen´ı te´to korekce by
bylo vhodne´ vyuzˇ´ıt vy´pocˇet lopatek turb´ıny pomoc´ı CFD programu˚.
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V te´to pra´ci byl postupneˇ popsa´n vy´pocˇet obeˇzˇne´ho kola Francisovy turb´ıny.
Byla provedena resˇersˇe za´kladn´ıch analyticky´ch postup˚u, resp. vy´pocˇt˚u pro zjed-
nodusˇeny´ na´vrh tvaru meridia´ln´ıho rˇezu obeˇzˇne´ho kola a v neposledn´ı rˇadeˇ take´
odhadu za´kladn´ıho tvaru lopatek.
V cˇa´sti ty´kaj´ıc´ı se analyticke´ho vy´pocˇtu byla odvozena Eulerova turb´ınova´
rovnice, ostatn´ı vzorce byly prˇeva´zˇneˇ empiricke´ho p˚uvodu z literatury. Eulerovu
turb´ınovou rovnici je vsˇak vhodne´ pozdeˇji pouzˇ´ıt prˇi vy´pocˇtu vy´konu turb´ıny pa-
nelovou metodou, jako mozˇnost kontroly spra´vne´ diskretizace a spra´vne´ho chova´n´ı
proudeˇn´ı v okol´ı lopatek. V prˇ´ıpadeˇ rozd´ılu mezi vy´kony z Eulerovy turb´ınove´
rovnice a z panelove´ metody prˇi konstatn´ı meridia´ln´ı rychlosti (prˇedpoklad, se
ktery´m byla Eulerova turb´ınova´ rovnice odvozena) je trˇeba oveˇrˇit na´vrh pane-
love´ metody. Empiricke´ vztahy popsane´ v u´vodn´ıch kapitola´ch je mozˇne´ vyuzˇ´ıt
prˇi na´vrhu vstupn´ıch parametr˚u do panelove´ metody, nebot’ je potrˇeba dosazovat
hodnoty, ktere´ jsou pro dane´ pouzˇit´ı vhodne´.
Vzhledem k na´rocˇnosti vy´pocˇt˚u ve trojrozmeˇrne´m prostoru bylo odvozeno
konformn´ı zobrazen´ı splnˇuj´ıc´ı vhodne´ podmı´nky, do ktere´ho je mozˇne´ rozvi-
nout proudovou plochu obeˇzˇne´ho kola turb´ıny a na´sledneˇ rˇesˇit vy´pocˇet obeˇzˇne´ho
kola jako u´lohu v dvourozmeˇrne´m prostoru. S prˇihle´dnut´ım k pouzˇ´ıvany´m tvar˚u
obeˇzˇny´ch kol, byla transformace mezi rotacˇn´ı proudovou plochou a dvouroz-
meˇrny´m prostorem odvozena co nejobecneˇji. Navrzˇena´ transformace vyzˇaduje
v obecne´m prˇ´ıpadeˇ numericke´ rˇesˇen´ı integra´lu, nicme´neˇ v prˇ´ıpadeˇ jednodusˇsˇ´ıch
tvar˚u proudovy´ch ploch, naprˇ. proudove´ plochy vytvorˇene´ rotac´ı hyperboly kolem
osy turb´ıny, je mozˇne´ analyticke´ho zjednodusˇen´ı.
V ra´mci odvozen´ı vhodne´ panelove´ metody byl nast´ıneˇn strucˇny´ u´vod do pro-
blematiky potencia´ln´ıho proudeˇn´ı, ktere´ ma´ uplatneˇn´ı nejen prˇi obte´ka´n´ı teˇles,
ale naprˇ. i v teoreticke´ akustice. Byla shrnuta za´kladn´ı problematika panelovy´ch
metod a rozebra´ny nejcˇasteˇjˇs´ı mozˇne´ proble´my prˇi jej´ım uzˇit´ı. Prˇi odvozova´n´ı
panelove´ metody nebyly opomenuty korekce vnitrˇn´ı v´ıˇrivosti a vnitrˇ´ıch zdroj˚u.
Pomoc´ı navrzˇene´ a v za´kladn´ı podobeˇ implementovane´ panelove´ metody byl
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proveden modelovy´ vy´pocˇet. Byla provedena za´kladn´ı diskuze nad vy´sledky, avsˇak
pro verifikaci panelove´ metody je zapotrˇeb´ı srovna´vac´ıch vy´sledk˚u naprˇ. z CFD.
Samozrˇejmeˇ je zapotrˇeb´ı prˇi verifikaci vz´ıt v u´vahu, zˇe tento model pracuje s ne-
vazky´m proudeˇn´ım, tedy v prˇ´ıpadeˇ maly´ch kana´l˚u mezi lopatkami, cozˇ vzhledem
k obecne´mu konformn´ımu zobrazen´ı nen´ı vyloucˇene´. Vy´sledky budou proti realiteˇ,
cˇi CFD znacˇneˇ zat´ızˇeny chybou.
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APopis programu
Ve vy´pocˇetn´ım programu je implementova´no za´kladn´ı ja´dro panelove´ metody po-
psane´ ve druhe´ polovineˇ te´to pra´ce. V ra´mci tohoto softwaru byl vytvorˇen i trans-
formacˇn´ı objekt, ktery´ zajiˇst’uje transformace pro obecneˇ definovanou rotacˇn´ı
proudovou plochu.
Za´kladn´ı program se skla´da´ z teˇchto soubor˚u (funkc´ı):
• Transformation - objekt, jehozˇ konstruktoru se prˇeda´ parametricky zadana´
krˇivka a na´sledneˇ zajiˇst’uje transformace mezi sourˇadny´mi syste´my s ohle-
dem na efektivitu
• generateProfile - funkce, ktera´ na za´kladeˇ vstupn´ıch parametr˚u vytvorˇ´ı pro-
fil C4, provede spra´vne´ natocˇen´ı, diskretizaci (vcˇ. diskretizace segment˚u a
vy´pocˇtu d´ılcˇ´ıch ploch).
• prepareGeometry - na za´kladeˇ vstupn´ıch dat (z generateProfile) vytvorˇ´ı ma-
tici koeficient˚u vlivu, vypocˇ´ıta´ jednotkove´ korekce
• panel method - implementace samotne´ panelove´ metody, jej´ımi vstupy jsou
parametry proudeˇn´ı a geometrie (vy´stup z funkce prepareGeometry)
Prˇi na´vrhu tohoto software bylo prˇihle´dnuto k mozˇne´mu vyuzˇit´ı prˇi optimali-
zaci, proto byly neˇktere´ d´ılcˇ´ı vy´pocˇty (naprˇ. vy´pocˇty na geometrii) oddeˇlene´ od
za´kladn´ıho ko´du panelove´ metody.
V ra´mci elektronicke´ prˇ´ılohy je umı´steˇno i vzorove´ pouzˇit´ı softwaru, vcˇ. prˇ´ı-
kladu definici parametricke´ krˇivky (oznacˇene´ example ).
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